PRASK

- VI. roénik, 2019/20
: Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,

Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové rieSenia 1. kola zimnej Casti

vzordk napisal(a) Roman
1. Poskakujaci kon (max. 15 b za rieSenie)

a) (2 body) Policko (0,0) ma bielu farbu a zvysené policka st ofarbené Sachovnicovo. Akid farbu bude mat
policko, na ktoré sa jazdec dostane po X skokoch? Preco?

Vsimnite si, ze koni pri kazdom skoku zmeni farbu, na ktorej stoji. Tuto vlastnost je dobre vidief na obrazku
zo zadania, ktory ukazuje vSetky platné skoky kona.

Kon zacal na bielom policku a vSetky jeho skoky vedu na ¢ierne policko. Analogicky ak kon sko€i z ¢ierneho
policka, skonéi na bielom poli¢ku. Po dvoch skokoch teda vzdy bude na farbe, na ktorej zacinal. Preto ak je X
parne, koén skonc¢i na bielom policku, a naopak, ak je X neparne, skonc¢i na ¢iernom.

b) (2 body) Jazdec zo svojho zaciatoéného policka urobil presne dva skoky. Na kolkjch roznych polickach moZe
teraz stdat? Ak€ suradnice maji tieto policka?

Vieme, kam sa jazdcom da dostat na jeden skok (obrazok vyssie). Skusime teda z kaZdej z tychto pozicii
skodit s jazdcom znovu.

Na obrazku zelené jednotky znacia, kam sa vieme dostat na jeden skok a ¢ervené stiradnice si préve stradnice
pozicii, kam sa mozno dostat na dva skoky. Vsimnite si, ze ak policko (0,0) posadime do stredu suradnicovej
ststavy, mozné pozicie kam sa vieme dostat na dva skoky, budt symetrické podla osi pretinajacich (0, 0) zvisle
aj vodorovne. Stadi preto najst policka v jednom z kvadrantov, napriklad prvom, ktory je na obrazku oznaceny
bledomodrym pozadim. V rovine je kvadrant jeden zo $tyroch vysekov uréenymi osami stradnic. Cislujeme ich
I — IV tak, ako na obrazku nizsie.
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Poli¢ka z prvého kvadrantu zobrazime do ostatnych podla osovych stimernosti jednoducho — zmenime im
znamienka pri stradniciach. Napriklad poli¢ku (3,1) v ostatnych kvadrantoch zodpovedaji stradnice (—3,1),
(=3,-1), (3, —1). Vdaka tomu vSetky policka, na ktoré sa vieme dostat na dva skoky, moézeme zapisat struénejsie:

{(zi,yi) | (z,y) € {(0,0),(2,0),(4,0),(1,1),(3,1),(0,2),(4,2), (1,3),(3,3),(0,4), (2,4)},4,5 € {=1,1}}

Vytvorili sme mnozinu, ktord obsahuje vSetky dvojice (z,y) z prvého kvadrantu a ich obrazy v ostatnych
kvadrantoch (—z,v), (—z,—y), (z, —y).

c) (2 body) Kolko najmenej skokov potrebuje jazdec na to, aby sa dostal zo svojho zaciatocného policka na
lubovolné zo 4 policok, ktoré so zaciatocnym susedia stranou (policka so suradnicami (0,1), (1,0), (0,—1)
a (—1,0))? Preco to nejde na menej skokov?

Vsimnite si, Ze na poziciu (1,0) sa vieme dostat napriklad z policka (3,1), kam sme sa dostali na 2 skoky
(vid. predchéadzajica podialoha). Na policko (1,0) sa vieme teda dostat na najviac 3 skoky. Obdobne sa vdaka
symetrii na najviac 3 skoky vieme dostat aj na policka (0,1), (0,—1) a (—1,0).

Preco to nejde na menej skokov ako 3? Nasli sme vSetky policka, ktoré vieme navstivit na 0 skokov ((0,0)),
1 skok (obrazok z a)), 2 skoky (obrazok z b)) a v Ziadnych z nich sa policka susedné s (0,0) nenachddzali. Na
tieto pozicie sa vieme dostat na jeden skok az vdaka polickam, ktoré sme objavili na 2 skoky. Spolu st to tak 3
skoky.

d) (2 body) Jazdec zo svojho zaciatoéného policka urobil presne tri skoky. Na kolkych réznych polickach maoze
teraz stat? Popiste postup, ktorym ste sa dopracovali k svojmu rieSeniu. Na rozdiel od podilohy b) nemusite
do popisu pisat suradnice tijchto policok.

Podobne ako v podtlohe b) vyuZijeme symetriu. Ndjdeme vSetky policka v prvom kvadrante, kam sa vieme
dostat na jeden skok, potom na dva, az na koniec na tri.

Z obrazku vidime, Ze v jednom kvadrante je 22 policok, ktoré vieme navstivit prave na tri skoky. Nestaci ale
22 vynasobit Styrmi za kazdy kvadrant, pretoZe policka na osiach by sme zapocitali dvakrat. Rozdelime si preto
pocty poli¢ok na tie v strede S = 16 a tie na osiach O = 6. Na obrazku su stredné policka oznacené modrou a
obvodové ¢ervenou farbou. Teraz staci stredy zapodcitat Styrikrat za kazdy kvadrant a osi iba dvakrat:

4.-.54+42-0=4-16+2-6=176
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e) (3 body) Kolko najmenej skokov potrebuje jazdec na cestu z policka (0,0) na policko (9,9) 2 Preco to nejde
na menej? Popiste postup, ktorym ste sa dopracovali k svojmu rieSeniu.

Skuisime postupne nachadzat policka, na ktoré sa vieme dostat najskor na 1,2,3,... skoky. Predstavte si,
Ze postupne z bodu (0,0) odhalujeme Sachovnicu a na kazdé poli¢ko, na ktoré skocime, si zapiSeme, v ktorom
skoku sa ndm tam podarilo prvykrat dostat.

Do bodu (0,0) sa vieme dostat na 0 skokov. Z neho vieme postupne skoéif na osem poli¢ok, ktoré sme
predtym este nenavstivili. Tieto policka oznadime za Vinu 1, pretoze s to policka, na ktoré sa vieme dostat
najskor na 1 skok. ZapiSeme si preto na ich pozicie 1 a skisime z tychto 8 policok postupne skoéif dalej. To
nam spolu da 8- 8 novych pozicii. Niektoré policka mozno navstivime dvakrat. Napriklad urcite pri tomto kroku
sko¢ime spét do pociatku (0,0). Tu vSak pocet skokov uz nevylepsime, pretoZe sme sa sem aktudlne dostali na
2 skoky, pri¢om pri (0,0) sme si predtym poznadili, Ze sa tam vieme dostat na 0 skokov. Z bodu (0,0) sa ndm

Av8ak na pozicie, ktoré sme navstivili prvykrat, si zapiSeme pocet skokov 2 a oznaéime ich za Vinu 2.
Z Viny 2 potom skusime skékat dalej a vytvorime Vinu 3, z Viny 8 skdceme dalej a vytvorime Vinu 4, atd.
Na obrazku mozete vidiet tento postup v prvom kvadrante, az pokial nedosiahneme bod (9,9) vpravo hore,
oznaceny bledomodrou farbou. Z obrazku vidime, Ze na toto policko sme sa prvykrat dostali po 6 skokoch.
Preco to nejde na menej? Vina i totiz obsahuje préve tie polika, na ktoré sa vieme dostat najskor na ¢ skokov.

Alternativne sa tato poduloha dala vyriesit trochu jednoduchsie, s pouzitim symetrie stacilo spravit prvé 3
kroky “viny” (skuste sa zamyslief preco):

f) (4 body) Popiste vseobecny postup, ako by ste zistovali, na kolko najmenej skokov sa vie jazdec dostat z
policka (0,0) na policko (X,Y). Skiste popisat, preco je vds postup sprdvny.

Vina i z predoslej podilohy obsahuje prave tie policka, do ktorych sa vieme dostat najskor na ¢ skokov.
Prec¢o? Ak sa na Iubovolné, doteraz nenavstivené, policko P vieme dostat z nejakého poli¢ka z Viny i-1, potom
najkratsia cesta skokmi do policka P musi maf dlzku 4, pretoze P nebolo objavené v skorsich vlnach. Zaroveti
do Viny i pridame vSetky doteraz neobjavené poli¢ka, na ktoré vieme skocit z policok Viny i-1. Vina i tak
obsahuje vsetky policka, do ktorych sa vieme dostat najskor na i skokov. Na zéaver, Vina 0 trividlne obsahuje
véetky vrcholy s najkratsou cestou dlzky 0, pretoze obsahuje jediné policko (0, 0).

Na néjdenie najmensieho poctu skokov potrebnych na dosiahnutie bodu (X,Y") tak sta¢i pokracovat s
“Algoritmom vlny” popisanym vyssie az dovtedy, pokial nenarazime na bod (X,Y’). Ak nafi narazime v i-tej
vlne, vieme, Ze najkratsia cesta do (X,Y) je dlh4 4 skokov.
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“Algoritmus viny” popisany vyssie sa vold BFS (Breadth first search) alebo po slovensky Hladanie do Sirky.
Vsimnite si, Ze ndzov odpoveda presne tomu, ¢o algoritmus vykonava. Postupne zo vSetkych poli¢ok v aktualnej
vlne skiisime objavit dalSie, ¢im objavujeme mapu do vSetkych smerov, teda do $irky. Ide o takzvany grafovy
problém (jednotlivé poli¢ka tvoria vrcholy grafu). Ak sa chces dozvedief viac o grafoch v informatike a o tom ako

sa prehladévanie do §irky implementuje pomocou fronty, pozri sa do nasej kucharky alebo do knihy Pruvodce
labyrintem algoritmi.

vzorak napisal(a) Adam
2. Receptomaty (max. 15 b za rieSenie)

a) (1 body) Automat pre tito tlohu bol podobny ako v zadani prikladu, jedind zmena bol akceptovany recept
(“abca” miesto “aab”).

b) (2 body) Je diskutovatené, ¢ recept dizky 0 sa sklad4 iba z “a”. Formalne mézeme povedat, Ze pre vietky
kroky receptu “” (prazdny recept) plati, ze st “a”. Uzndvané st vSak aj receptomaty, ktoré neakceptuji
prazdne recepty. Na rieSenie ndm teda staci spravit takyto cyklus:

¢) (3 body) Pre tto tlohu je dolezité si uvedomit, ako funguje delitelnost tromi (ciferny stéet musi byt
delitelny tromi). Majme teda ¢islo, ktorého ciferny sticet je zvysku 2 po deleni 3. Pripojime teraz k nemu
¢islo, ktoré dava 1 po deleni 3. Stacet 2+1 je 3 a teda po deleni tromi bude ciferny stcet nulovy. Priklad:
104 déva zvysok 2 po deleni tromi. Ak pripojime 1 (mame teda 1041), dostaneme ¢islo delitelné 3. Model
receptomatu, ktory takto funguje, vyzera takto:
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d) (3 body) Ak by sa podretazec skladal len zo znakov, ktoré sa neopakuji (napr. “abdc”), bola by této
tloha jednoduchsia. Riesenim by bolo cyklit sa v pocéiatoénom stave a pri retazci, ktory obsahuje dany
podretazec by sme len isli do dalsieho stavu vzdy po jednom znaku.
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KedZe v podretazci sa 2 krat nachadza znak “a”, pri prechadzani receptu potrebujeme ratat s tym, ze dané a
je uz zaciatok iného podretazca, ale tieZ aj s tym Ze predosly podrefazec moze este skoncit (napr. “ababacac”).
RieSenie teda musi obsahovat prechody tak, aby ratalo s moznostou nového refazca. Spravne riesenie teda vyzera
takto:

e) (3 body) V tejto ulohe si v kazdom stave budeme pamiitat, aky najnizsi znak doteraz bol. Pri znaku s
vy$Sou hodnotou prejdeme prechodom do dalSieho stavu.

f) (3 body) Automat je postaveny ako 2 rovnaké Gasti za sebou, teda ¢ast {1} a {3} je rovnaka ako {2} a {0}
(az na podiatoény stav). Chceme teda spravit automat ako jedna z tych ¢asti, ale musime to prepojit tak,
aby sme akceptovali aj prazdny recept (pretoze aj povodny automat ho akceptuje). RieSenie teda vyzera
takto:

vzorak napisal(a) Prefix
3. A tak sa Denis stratil (max. 15 b za riesenie)

V tejto tlohe sme mali moznost stretnif sa so zédkladnymi Linuxovymi prikazmi, ktoré sa vam v budicnosti
budu hodit. Tato tiloha bola Specidlna v tom, Ze ste sa k spfavnemu heslu mohli dostat viacerymi spésobmi,
pri¢om bolo odportéané hladat pomoc na Googli. Dufame, Ze sa vam hladanie hesiel paéilo :)

Predtym, nez mozeme zacat riesit jednotlivé podilohy sa najprv musime pripojif na vzdialeny poditac, kde
boli hesla ukryté. Ak ste postupovali podla ndvodu v zadani, dostali ste sa do prikazového riadku (konzoly) kde
ste vedeli pisat prikazy.

RieSenia jednotlivych podiloh
1. Ak ste skusili zadat prikaz 1s zo zadania, tak ste zistili, Ze sa v prie¢inku nachadza siubor levell.txt (a

priecinky pomenované levelX, v ktorych sa nachddzali zvysné podilohy). Sibor vieme otvorit prikazom
cat, teda zadame prikaz cat levell.txt a teSime sa z prvého hesla.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

V tomto leveli sa zozndmime s prie¢inkami. Do prie¢inku vojdeme prikazom cd. Prikazom 1ls zobrazime
obsah prie¢inku. Uvidime, Ze je v iom dalsi prie¢inok s ndzvom tubudeheslo. Zoddme cd tubudeheslo.
Ked opif spravime 1s, ndjdeme jeden stibor hesloklevelu2.txt. V tomto siibore najdeme heslo. Naspiit
sa vieme dostat opakovanym pouzitim prikazu cd .., ktory nds vréati do rodi¢ovksého priec¢inku.

Tu mame cely strom priec¢inkov, a niekde v nich je heslo. Vieme, Ze stibor s heslom sa vola heslo.txt.
Maéame viacero moZnosti. MoZeme pouZif prikaz find -name heslo.txt na najdenie siboru s nazvom
heslo.txt. Ind moznost je pouzit napr. 1s -R a rekurzivne vylistovat vSetky prie¢inky.

Maéame velky stbor a v fiom mé mat prave jeden riadok heslo. Na vyhladdvanie v texte slizi prikaz
grep. Spravime teda grep ,HESLO" level4d-hesla a ndjde ndm to dany riadok. (MdZe sa ndm hodit
prepinac -1, ktory sposobi, Ze grep bude ignorovat velkost pismen. TakZe riesenie je aj grep -i ,hEsLo"
level/-hesla)

Vidime dva stbory, ktoré st podobné ked si ich otvorime. Prikaz 1s -al nam ale ukéze, Ze jeden je o

.....

najdeme jeden riadok, ktory je odlisny, to je nase heslo.

Vsetci pouzivatelia na Linuxovych systémoch st napisani v /etc/passwd. Pre¢itame tento stibor a najdeme
hladaného pouzivatela.

Kazdy stibor mé tri sady privilégii. Co méze robif vlastnik, ¢o moze robit skupina a ¢o mézu robif vietci
ostatni (a eSte niefo o Gom zistime v dalsej sérii). Tri mozné operacie st ¢itanie, zapis a spistanie. Napr.
rwxr-x--- znamena, ze vlastnik moze stbor ¢itat (read), menit (write) aj spustat (execute). Pouzivatelia
zo skupiny ho mézu len ¢itat alebo spustat, ale nie menit. A hocikto iny nemoZe robit so sitborom nic.
Opravnenia ziskame prikazom 1s -al. Vidime, Ze sme vlastnikom stboru ale Ze ho nevieme éitat. Oprav-
nenia zmenime prikazom chmod, napr. moézme spravit chmod u+r, ¢im priddme sebe (user, u) prava na
Citanie (read, r).

Sta¢i spustit program, ktory ndm hned vypise heslo. Programy sptustame pomocou ./, rieSenie je teda
./program.

Pomocou 1s -al vieme zistif, ktorému pouZzivatelovi patri sibor heslo.txt. Za tohto pouzivatela sa
prihlasime prikazom su totojemenopouzivatelalevel9. Potom vieme preéitat heslo.

Napr. echo ,Text_vo_vytvorenom subore" > vytvoreny_subor. Prikaz echo vypiSe svoj argument na
vystup. Prikaz > je Specidlny znak, ktorym presmerujeme vystup z prikazu do suboru.

Najjednoduchsie je pouzif prikaz cp meno_povodneho_suboru meno_noveho_suboru, éim skopirujeme si-
bor.

Prikazom rm vieme zmazat sibor.

Prikazom top alebo ps si pozrieme, aké procesy momentalne bezia. VSimneme si proces so zvlasstnym
nzvom a ukonéime ho bud prikazmi kill alebo pkill.

Symlinky st $pecidlne typy stiborov ktoré nemajt obsah ale len ukazuj na nejaky iny stbor. Ked otvorime
symlinku, je to rovnaké akoby sme otvorili sibor na ktory symlinka ukazuje. Symlink vytvorime prikazom
In -s nazov_suboru nazov_symlinku.

Priecinok je prazdny! Nastastie mame hint, ktory ndm hovori, Ze v prie¢inku je nieco skryté. V linuxe st
skryté stibory tie, ktorych meno zacéina bodkou. Pomocou 1s -a vieme zobrazit aj skryté stabory.

vzordk napisal(a) Emo

4. Sladké naramky (max. 15 b za rieSenie)

Ulohou bolo zostrojif naramok, ktorého cukriky sa skladaji z cukrikov prvého ale aj druhého Timkinho
naramku. Ak sa zamyslime nad moZnym poc¢tom takych ndramkov, tak zistime, Ze ich je strasne vela. Teda
rieSenie, ktoré by generovalo vsetky mozné Romanove naramky by bolo prili§ pomalé uz aj na prva sadu.
Tadialto cesta nepdjde, a musime vymysliet nieco iné.

Prvy nastrel

Co keby sme skusali zostrojovat hladany naramok postupne? Najprv skiisime zistit kolkokrat mézeme pouzit
cukrik a, potom b az po posledny typ cukrika z. Kedy mozeme vo vyslednom naramku pouit cukrik 27 Iba vtedy,
ak sa x nachidza v oboch naramkoch.
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Toto pozorovanie staci na riesenie, ktoré funguje v prvych 3 sadach. Budeme postupne prechiddzat znakmi
od a po z, a budeme tento znak hladat v oboch naramkoch. Ak ho v oboch ndjdeme, vypiSeme ho a vymazeme
ho z oboch naramkov. Ak sa aspoii v jednom z nich nenachadza, tak sktisime dalsi znak. Casova zloZitost tohto
riesenia je O(r x s), kde r, s st dlzky naramkov. Zistenie, & sa znak nachadza v oboch naramkoch trva O(r + s)
a hladat ho budeme najviac min(r, s). Dokopy to je teda O((r + s) x min(r,s)). Ak si ale povieme, ze r > s,
tak namiesto O(r + s) vieme napisat iba O(r) (lebo s sa v zloZitosti schovd) a namiesto O(min(r, s)) dostaneme
iba O(s) a teda dokopy dostdvame O(r x s). Pamitova zlozitost je linedrna (a bude linedrna aj v nasledujtcich
rieSeniach).

(V rieSent si vieme pomdct a namiesto vymazdvania, vieme znaky v ndramku prepisovat na hodnotu zodpo-
vadajicu nicomu.)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
// tieto prikazy sposobia rychlejsie nacitavanie
ios_base::sync_with_stdio (false);
cin.tie (0);

string prvy, druhy;

// vsimnite si, ze mozeme nacitavat aj do viac premennych naraz
cin >> prvy >> druhy;

string vysledok = "”;

// vsimnime si, ze znaky (typ char) mozeme priradit do typu int

int znak = ’a’;

while (znak <= ’'z’)
// premenne, ktore budu obsahovat poziciu znaku ktory hladame
int i, J;

// skusime najst znak v prvom retazci
for (i = 0; 1 < prvy.size(); i++) {
if (znak == prvyl[i]) break;
}
// skusime najst znak v druhom retazci
for (j = 0; j < druhy.size(); j++) {
if (znak == druhy[j]) break;
}

// ak sme znak nenasli v aspon 1 retazci, tak chceme hladat dalsi
// inak chceme prepisat pozicie kde sme nasli znak, aby sme nehladali
// donekonecna to iste
if (i == prvy.size() || j == druhy.size()) {
znak++;
} else {
vysledok += znak;
prvy[i] = "_";
druhy[j] = "_";
}
}

if (vysledok.size() == 0) {
cout << ”neda.sa” << endl;
} else {
cout << vysledok << endl;
}
}

Triedenie

Tento algoritmus by sa dal vylepsit, ak by sme si cukriky v oboch naramkoch najprv utriedili a potom tento
znak vyhladévali bindrne.

Binarne vyhladdvanie funguje tak, Ze mame utriedent postupnost, v ktorej hladdme nejaky prvok x. Pozrieme
sa do stredu tejto postupnosti (ozna¢me tento prvok y). Ak x < y, tak y a vSetky hodnoty, ktoré si v postupnosti
od neho napravo nas nezaujimaju (lebo st este vicésie). Naopak, ak > y, tak z a vSetky hodnoty nalavo st
prili§ malé. Ked zabudneme na zlt polovicu, ostane nam utriedend podpostupnost poloviénej dizky, s ktorou
vieme tto tivahu zopakovat. V kazdom kroku zahodime polovicu, ¢o je dost dobré a ma logaritmickt zloZitost.

Ak predpokladdme, ze r > s tak vyhladanie cukriku by ndm trvalo namiesto O(r) iba O(log(r)). Dokopy
je teda zlozitost takého algoritmu O(r x log(r)), pretoze treba prvky utriedif a potom v nich logaritmicky
vyhladéavat. Takéto rieSenie uz sta¢i na plny bodovy zisk :)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
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ios_base::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);

string prvy, druhy;
cin >> prvy >> druhy;

// utriedime curiky v naramkoch podla abecedy
sort (prvy.begin(), prvy.end());
sort (druhy.begin(), druhy.end());

string vysledok = "”;
int znak = 'a’;
while (znak <= ’"z’") {
// skusime najst znaky v oboch naramkoch. Funkcia lower_bound spravi binarne vyhladavanie

// a v premennych 1i,3j budu indexy na prvy prvok, ktory je rovnaky alebo vacsi ako znak, ktory

// hladame alebo index mimo pokial su vsetky prvky mensie

int i = lower_bound(prvy.begin(), prvy.end(), znak) - prvy.begin();
int j = lower_bound(druhy.begin(), druhy.end(), znak) - druhy.begin();
if (i == prvy.size() || prvy[i] != znak || j == druhy.size() || druhy[j] != znak) {
znak++;
} else {
vysledok += znak;
prvy[i] = "_";
druhy[j] = "_'";

}
}

if (vysledok.size() == 0) {
cout << ”neda.sa” << endl;
} else {
cout << vysledok << endl;
}
}

Vzorové riesenie

Vzorové riesenie je ale efektivnejSie a aj jednoduchsie na naprogramovanie. Celd idea spociva v tom, Ze
nepotrebujeme znaky v naramkoch vobec hladat. N4s zaujimajua iba ich pocty. Ak si spoc¢itame, kolko je kazdého
pismenka v oboch naramkoch, tak potom stac¢i postupne prechadzaf pismenkami a vo vyslednom naramku
mozeme pouzit pismeno x prave min(P1[z], P2[z]), kde P1[z] a P2[z] st poéty pismen z v prvom a druhom

naramku.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio (false);
cin.tie (0);

string prvy, druhy;
cin >> prvy >> druhy;

// vyuzijeme, ze znaky a...z maju hodnoty 97...122

int znakyPrvy[150], znakyDruhy[150];

// netreba zabudnut nastavit vsetky hodnoty na 0

for (int i = 0; i < 150; i++) znakyPrvy[i] = znakyDruhy[i] = O;

// spocitame pocty znakov
for (int i = 0; i < prvy.size(); i++) znakyPrvy[prvy[i]]++;
for (int j = 0; j < druhy.size(); Jj++) znakyDruhy[druhy[J]]++;

bool vypisal = false;

for (int znak = "a’; znak <= ’'z’; znak++) {
int pocet = min(znakyPrvyl[znak], znakyDruhy[znak]);
if (pocet != 0) {

// premennu znak musime pretypovat na char, lebo inak by sme
// vypisali cislo (napr. namiesto znaku ’a’ by sa vypisalo 97)
for (int 1 = 0; i < pocet; i++) cout << (char) znak;
vypisal = true;
}
}

if (!vypisal) cout << ”"neda.sa” << endl;
else cout << endl;

Riesenie v Pythone zaloZené na rovnakej myslienke vyZzaduje znalost funkcii ord a chr.

Listing programu (Python)

prvy = str(input())
druhy = str(input())

# vytvorime pole dvojic, pricom prva hodnota z dvojice bude
# pocitat pocet znakov v prvom retazci a druha v druhom
pocty_znakov = [[0] * 2 for pismeno in range (26)

vypisal = False
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# v pythone, je sa znak neda priradit do cisla a musime
# pouzit funkciu ord, ktora vrati ciselnu hodnotu pismenka
for pismeno in prvy:

pocty_znakov[ord(pismeno) - oxrd(’a’)][0] +=1
for pismeno in druhy:
pocty_znakov[ord(pismeno) - oxrd(’a’)][1l] += 1

for index, dvojica in enumerate (pocty_znakov) :

for i in range (min(dvojical[0], dvojical[l])):
# funkcia chr je opak funkcie ord a vrati z hodnoty znaku znak
print (chr (index + ord(’a’)), end="’'
vypisal = True
if vypisal:
print ()
else:

print (' neda.sa’)

vzordk napisal(a) Emo
5. Kamenna cesta (max. 15 b za riesenie)

Ak si zoberieme vsetky dni, v ktorych vieme prejst na druhy breh rieky, zadanie od nas chce, aby sme nasli
posledny (najvicsi) deni, v ktorom je to mozné. Ako prvé je preto dobré si rozmysliet, ako velké takéto ¢islo
moze byt, o ndm ohrani¢i vysledok.

Existuje pre kazdy vstup aspon nejaké rieSenie? Kedze pre deii, v ktorom je i-ty kamen eSte pouzitelny, k;
plati, Ze k; > 1, tak lahko vidiet, Ze v prvy defi vieme urcite pouzit vSetky kamene a dostat sa na druht stranu.
Existuje aj horné ohranic¢enie? Inymi slovami, existuje der, kedy uz nevieme cez rieku v ziadnom pripade prejst?

Takéto ohranicenie by neexistovalo iba keby nepotrebujeme ziadny kamen na prejdenie rieky, kedze po
uréitom case bude kazdy zaplaveny. KedZe vieme preskocit iba jeden kameii a pre pocet kametiov n plati
nerovnost n > 2 tak mame zarucené, zZe musime pouzif asponi jeden kamen na prejdenie rieky. Vieme teda, ze
rieku uréite neprejdeme v derni, kedy uz bude zatopeny aj posledny kamen. Moézeme si uvedomit, Zze tento den
je o jedna vicsi ako maximum z hodnot kq, ko, ... ky,.

Zistili sme, Ze spravna odpoved sa nachidza niekde medzi hodnotami 1 a max(ki, ks ... k,)+ 1. To je super,
pretoze mozeme postupne vyskusat vSetky tieto hodnoty a najst najvicsiu vyhovujicu.

RieSenie hrubou silou

Povedzme, Ze mame nejaky konkrétny deti r. Chceme zistit, ¢i vieme prekrocit rieku iba pomocou doteraz
nezatopenych kamenov. Teda plati, Ze kamenl j mézeme pouzit iba ak k; > r. Mozeme si vytvorit pomocné pole
o velkosti n a doiiho si zaznacif, na ktoré policka sa vieme dostat z lavého brehu. Pri vypliiani i-teho policka sa
nam staéi pozriet, ¢i je mozné sa dostat bud na policko ¢ — 1 alebo 7 — 2. Ak 4no a plati, ze k; > r, tak sa vieme
dostat v r-ty deni aj na r-té policko a do pomocného pola zazna¢ime True, inak False. Na konci vieme z hodnot
na indexoch n — 1 a n v naSom pomocnom poli zistif, ¢i v dany den vieme rieku prekrocit. Rieku prekro¢ime
iba ak sa na jedno z tychto poli¢ok vieme dostat.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;
bool over (vector<int>& kam, int den)
int n = kam.size();

// na zaciatku oznacime vsetko ako nedosiahnutelne
vector<bool> pom(n, false);

if (kam[0] <= den) pom[0] = true;
if(kam[1l] <= den) pom[l] = true;
for (int i=2; i<n; ++1i) {
if (kam[i] >= den && (pom[i-1] || pom[i-2]1)) {
pom[i] = true;
}
}
if (pom[n-1] == true || pom[n-2] == true) {

return true;
}
else {
return false;
}
}

int main ()

{
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int n; cin >> n;

vector<int> kamene (n) ;
for (int i=0; i<n; ++1i) {
cin >> kamenel[i];

}

int maxim = kamene[O0];
for (int i=1; i<n; ++i) {
maxim = max (maxim, kamene[i]);

}

for (int i=maxim; i>=1; --1) {
if (over (kamene, 1)) {
cout << 1 << endl;
break;
}
}

return 0;

V pythone si ukdZeme mierne in1 implementaciu a to bez pomocného pola. Je zaloZené na pozorovani, Ze z
nasho pomocného pola ndm vzdy staci poznat iba posledné dve vypocéitané hodnoty (pozicie i —2 a i — 1).

Listing programu (Python)

def over (kam, den):
pred, pred2 = True, True

for i in range (len(kam)) :
if (pred == False and pred2 == False):
break

pred2 = pred
pred = False

if (kam[i] >= den):
pred = True

return (pred or pred2)
n = int (input())
kamene = [int(_) for _ in input () .split ()]

maxim = max (kamene)

for i in range (maxim, 0, -1):
if over (kamene, 1i):
print (i)
break

Toto rieSenie je spravne, ale mé ¢asovu zlozitost zavisli od maximalneho k;, ktoré moze byt ovela vicsie ako
n. Je teda pomalé, ale staci na riesenie prvej a tretej sady.

Zlepsenie rieSenia hrubou silou

Riesenie hrubou silou ide v skutoénosti vylep$it dal$im pozorovanim. Samotné overovanie nejakého konkrét-
neho riesenia r nezrychlime. To ¢o sme robili doteraz je, ze sme overili vSetky hodnoty medzi 1 az max(ko, k1, . . . kn)
a vybrali najvicsie rieSenie. Myslienkou zrjchlenia je, Ze pokial ide prejst rieku v i-ty defi tak je to moZné aj
v kazdy skorsi den. Preco? Pokial sme v i-ty den pouzili nejaké kamene, pomocou ktorjch sme vedeli prejst
na druhd stranu rieky. Vieme presne tie isté kamene pouzit aj v hociktory skorsi demn. To plati aj opacne, ak
nevieme v i-ty den prejst rieku, nepdjde to ani neskor. To preto, Ze neskor bude zatopenych uz len viac kameriov.
Toto ndm umoznuje pouzit techniku znamu ako binarne vyhladanie na ndjdenie nasho rieSenia.

Pointa binarneho vyhladdvania je, Ze namiesto overenia hodnot 1 az max(ko, k1, . - . k) ndm postacuje overit
rieSenie pre ¢islo, ktoré je v strede, medzi 1 a max(ko, k1, . . . k). Oznacme si ho s. Pokial plati, ze v s-ty deii sa
dé prejst cez rieku tak vieme, Ze naSe rieSenie bude viicésie alebo rovné ako s. Pokial v s-ty dem nevieme rieku
prejst, rieSenie bude mensie ako s. V oboch pripadoch sa ndm pocet ¢isel, ktoré mozu byt rieSenim zmensil
priblizne o polovicu. Tento postup vieme dalej opakovat na novo ndjdené ohranic¢enia naseho rieSenia az kym
nam neostane jedno ¢islo, ktoré je vysledkom.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

// na overenie mozeme pouzit funkciu z predchadzajuceho riesenia
bool over (vector<int>& kam, int den);

int main ()
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int n; cin >> n;

vector<int> kamene (n) ;
for (int i=0; i<n; ++i) {
cin >> kamenel[i];

}

int maxim = kamene[O0];
for (int i=1; i<n; ++i) {
maxim = max (maxim, kamene[i]);

}

int 1 = 0, h = maxim+1;
while (1+1 < h) {

int stred = (1 + h) / 2;
if (over (kamene, stred)) {
1 = stred;
}
else {
h = stred;

}
}

cout << 1 << endl;

return O;

Iné riesSenia

V predchédzajuicich rieSeniach ndm vadilo, Ze naSe rieSenia boli zévislé od maximalneho k;. Podme skusit
najst riesenie, ktoré je zavislé len od n. Urobime to tak, Ze sa pozrieme bliZ§ie na samotni hodnotu najlepsieho
rieSenia.

Vieme, Ze najlep$ie rieSenie lez{ medzi 1 a max(kq, ka,...k,). Tvrdime vSak, Ze toto rieSenie musi byt
rovna niektorému z k;. Viete preco? Povedzme si, ze by nebolo. Potom ale urcite existuju kamene, po ktorych
vieme preskakat v tento den a jeden z nich, oznacme si ho j, ma najnizsiu hodnotu k;. NaSe rieSenie nemoze byt
najlepsie pretoze od tohto rieSenia existuje lepsie rieSenie rovné k;. To pouziva kamene z ndsho predchadzajiceho
rieSenia a pritom je urcite vicsie. Po tejto ivahe uz vieme, Ze rieSenie bude urcite rovné niektorému z hodnot
k1, ko, ... ky. To znamend, %e ndm staéi overit n hodnot, kazda v éase O(n), ¢o ndm prinesie rieSenie s ¢asovou
zlozitostou O(n?).

Vzorové rieSenie

Sice na vyrieSenie tlohy na plny pocet bodov stacilo aj rieSenie z Casti ZlepSenie rieSenia hrubou silou,
my si teraz ukdzeme jedno este rychlejsie a elegantnejsie rieSenie. Jeho myslienka je nasledujuaca.

Kedy urdite rieku nevieme prejst? Predsa ked budu zatopené dva za sebou leziace kamene! Takto velk
medzeru totiz nevieme preskocit a ostaneme zaseknuty. Dvojica kametiov i a i + 1 bude zatopena ked sa zatopi
ten neskorsi, teda v éase max(k;, k; 1) + 1. Zo vSetkych dvojic véak chceme zobrat t najskorsie zatopend, prva
dvojica kameniov bude teda zatopend v ¢ase min(max(kq, ko) + 1, max(ka, ks) + 1,... max(kp—1, kn) + 1).

My si vSak musime odpovedat aj na dolezitejSiu otdzku a to, ¢i sa d4 prejst na druht stranu rieky vzdy, ked
eSte neexistuje dvojica za sebou iduacich zatopenych kameriov. Ak totiz plati takéto tvrdenie, znamena to, ze
vy$sie uréend hodnota je spravnou odpovedou.

Predstavme si, Ze ziadne dva za sebou idice kamene nie st zatopené. Je jasné, Ze z lavého brehu méame
kam skodit. V tom momente sa nachddzame na nezatopenom kameni. Ak je nasledujici kamen nezatopeny,
jednoducho nafi prejdeme a rieSime problém dalej. Ak v8ak zatopeny je, ten dalsi zatopeny byt nemoze (lebo
to by boli uz dva za sebou idice zatopené kamene). Presko¢ime teda jeden zatopeny kameii a pokracujeme
rovnakou tvahou dalej.

Prave sme dokézali, ze v deti min(max(ky, k2), max(ka, k3), ... max(k,_1,ky)) + 1 sa cez rieku uréite nedos-
taneme, ale v Tubovolny skorsi deni to eSte pojde, toto ¢islo minus jeden je teda odpovedou.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm> // min(), max()

using namespace std;
int main()
{

int n; cin >> n;

vector<int> kamene (n);
for (int i=0; i<n; ++i) {
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cin
}
int odp
for (int

odp
}

cout <<

>> kamene[i];

= max (kamene[0], kamene[l]);
i=1; i<n-1; ++i) {
= n(odp, max(kamene[i], kamene[i+1]));

odp << endl;

return 0;

Listing programu (Python)

n = int (input ())
kamene = [int(_) for _ in input () .split ()]

odpoved = max(kamene[0], kamene[l])
for i in range(l, n-1):

= min (odpoved, max(kamene[i], kamene[i+1l]))
print (odpoved)

odpoved
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