PRASK

- IV. roénik, 2017/18
: Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,

Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

vzordk napisal(a) Zaba
1. Pokracovanie pribehu s pavikom Jonasom (max. 15 b za riesenie)

Tak ako v predchddzajtcej tilohe, aj tu sme pracovali s bindrnymi vyhladévacimi stromami. Tentokrat sme
si viak mali v&imat trochu int vlastnost — hibku. Podme si najskor ukazat ako sa riesili zadané tlohy a na konci
vzorového rieSenia si povieme, ¢o méa tato tiloha spolo¢né s redlnym pouzitim takychto stromov.

Poduloha a.

V tejto podilohe bolo treba ¢o najrychlejsie vytvorif pavucinu s hibkou 7. Najlepsie bolo otvorif si prilozent
stranku a vytvéarat nejaké siete. Nie je tazké prist na to, Ze ak chceme pouzit ¢o najmenej musiek, musi kazda
naozaj najmensi mozny pocet.

Ostéava uz len najst vhodnych 8 éisiel — vahy musSiek. Jedno mozné rieSenie je priddvat vzidy musku, ktora
je fazsia ako vSetky ostatné musky v sieti. Pri priddvani takejto musky totiz Jonas ide po sieti vzidy doprava,
pri kazdom kroku o tiroven hlbsie. Zaroven navstivi vSetky musky a novt prida napravo od nich, samii do novej
hibky.

Mozné postupnost musiek, ktoré méa Jonas do siete pridévat je napriklad: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 a 8. Samozrejme
funguje aj priddvanie musky, ktord je lahsia od ostatnych a dokonca sa d4 néjst aj vela inych rieSeni. Na obrazku
nizsie si mozete pozriet aj siet, ktortt by Jonas dostal, keby musky pridéaval v poradi 14, 64, 57, 44, 23, 39, 25 a
37.
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Poduloha b.

V tejto podilohe mal Jonas presne opacnt tlohu — pridat do siete ¢o najviac musiek tak, aby vyslednd sief
nemala hibku vicsiu ako 3. Na zac¢iatok sme si mohli zobraf obréazok zo zadania. Toto je totiz siet hibky 3, ktora
obsahuje 11 musSiek. A dokonca pozname aj postupnost musiek, ktorych pridanie tuto sief vytvori.

Je to v8ak najviac musiek, ktoré v takejto sieti vedia byt? Na obrdzku predsa lahko mdZzeme vidiet zopar
prazdnych miest, do ktorych by sa este nejaké musky zmestili. Presnejsie, v hibke 3 by mohli byt este 4 dalsie
musky. Ostéava zistit, aka vahu by mali mat.

strana 1 z 16 http://prask.ksp.sk/



@ pavuik Jonas

hibka 0 7\.{\

v\
V/ * \

hibka 1

hibka 2 V

hibka 3 f\ﬁfﬁi f\‘(\t 7\.{\ \‘(
3 . o ~ - b

Zaénime prvym volnym miestom, ktoré je na obrazku oznacené A. Co vieme povedat o vahe musky, ktord
by mohla byt na tomto mieste? KedZze je nalavo od najvyssej musky, musi byt lahsia ako 42. Je vSak napravo od
musky 29, takze od nej musi byt fazsia. A musi byt tazsia aj od musky 35. Lubovolné ¢islo v intervale (35, 42)
by preto malo vyhovovat. A Tahko overime, Ze tomu tak naozaj je.

Pre poziciu B dostaneme interval (55, 68), pre poziciu C interval (68,100) a pre poziciu D interval (100, co).
Tubovolné éisla z tychto intervalov budt vyhovovat. Treba ich uZ len doplnif do postupnosti, teda povedat
kedy m4 tieto musky Jonas pridat.

Moézeme ich daf na zacdiatok tejto postupnosti? Asi nie. Ak je totiz siet prazdna, tak pridanie musky 105 ju
zaradi na vrch siete, odkial sa uz potom neposunie. Vidime teda, ze ak chce byt muska x zavesend pod muskou
vy, tak muska y musi byt do siete pridané skor ako muska x. NaSe nové ¢isla teda musime zaradit za ¢isla, pod

ktorymi visia. Pri dodrZani tohto pravidla je vSak jedno kam ich ddme. Jedna moZnd postupnost teda je: 42
29, 15, 68, 3, 35, A=39, 55, 47, 24, 30, B=60, 100, D=105, C=84.

Poduloha c.

V podtlohe c¢. sme mali naértnat postup, ktory by ndm umoznil presuntt musku, ktora je zavesend priamo
pod najvysSou muskou na vrch siete. Cestou k spravnemu rieseniu je nakreslit si dostatoéne vSeobecne situaciu,
ktora nastava. Podme prestivat musku nalavo na vrch siete. Co si potrebujeme zaznacit? Uréite musku z, ktora
je na vrchu, mugku y, ktoré je nalavo od z a je teda lahSia. VSetky zvys$né musky potom vieme rozdelit do troch
skupin — Tahsie ako y (nalavo od musky y), tazsie ako y ale lahsie ako x (napravo od musky y) a fazsie ako x
(napravo od musky z). Musky v jednej takejto skupine st vzhladom na musky z a y uplne rovnaké. Preto aj
vo vyslednom strome musia vSetky skondif na rovnakej strane od x a y. Nebudeme preto kreslit vSetky tieto

musky zvlast, ale jednu skupinu si predstavime ako samostatna sief, ktord bude zavesend pod x alebo y. Tieto
siete si oznac¢ime A, B a C.

Vieme, Ze vo vyslednom obrazku musi byt muska y navrchu. Tak si ju tam nakreslime. Nalavo od nej budia
musky lahSie. V8etky Tahsie musky st v8ak v sieti A. Nalavo od y preto bude zavesena sief A. Vsetky zvysné
musky (vratane ) st tazsie ako y a preto musia byt od y napravo.
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NavySe vieme, %e musky v sieti C' st tazsie ako z a teda budil napravo od tejto musky. Ostava siet B. O tej
vieme, Ze st v nej musky tazsie ako y ale lahsie ako . Od musky y teda musi byt B napravo a od musky x
nalavo. A préve tieto podmienky spliia v naom novom obrazku miesto nalavo od x.

Uvedommte si naviac, Zze muska z sa presunula hned napravo od y. Takze ak by sme chceli vyriesif opaént
tlohu, kde méme musku napravo presunut na vrch, tak staci spravit uvedeny postup spitne.

Poduloha d.

Jonés chece na vrch pavuéiny presunaf ti musku v sieti, pri ktorej aktuédlne stoji. V predchadzajicej tilohe
sme si ukdzali ako dostat musku susednd s vrchnou musku na samy vrch. Muska pri ktorej stoji Jonas vsak
nemusi susedit s vrchnou muskou.

Predstavme si, ze k prvému obréazku z prikladu vyssie priddme musku z, pod ktorou je na lavej strane muska
x. Ak spravime uvedené zmeny, muska z ostane na svojom mieste, akurat na jej lavej strane bude zrazu muska
y. A to isté, ak by boli tieto musky napravo od z. Pri postupe z podulohy c. totiz nemenime ni¢, ¢o je vyssie
ako musky, ktoré vymiename.

Ak si teda zoberieme musku y, tak t4 sa iba posunula na vysS$iu troven. No a naSou tlohou je dostat ju na
najvyssiu trovenn — hibku 0. Mohli by sme teda tento postup opakovaf. Jonas zakazdjm zoberie musku, ktora
chce dostat na samy vrchol a presunie ju na poziciu o jedno vyssie pomocou postupu z podulohy c.. Muska
bude postupne stipat az sa objavi na samom vrchu pavuciny.

Poduloha e.

V podilohe e. madme dva obrazky sieti. NaSou tlohou je navrhnit postup, vdaka ktorému upravime prvi
sief na ta druhd. Pritom predpokladdme, Ze obe siete obsahuji rovnaké musky.

Vdaka podulohe d. dokéZeme na vrch siete dostat Tubovolnt musku. Urcite teda vieme spravit aspon to, aby
sa najvrchnejsie musky v nasich siefach rovnali. Jednoducho zoberieme siet, ktort mame zmenit, nédjdeme v nej
musku, ktord mé byt navrchu a postupne ju presunieme na vrch, tak ako v predchddzajicej podulohe.

To vSak nemusi stacit. Sief, ktortt sme vytvorili, sa nemusi rovnat tej, ktort mame predpisant ako vzor.
Urcite sa rovnaju iba vo vrchnej muske. Uvedomme si vSak nasledovna vec. V oboch siefach st nalavo tie isté
musky. A to isté plati aj o pravej strane. Na vrchu oboch sieti totiz sedi muska x. A vSetky lahSie musky musia
byt nalavo v oboch pripadoch, inak by predsa neplatili zadané podmienky.

Pozrime sa teda na musky nalavo od z. Tie tvoria vlastni, menSiu siet, ktora je potom pripojena na musku
x. Takze v podstate mame ten isty problém, akurat trochu mensi. Mame dve siete (t4 nalavo od = v prvom a
t4 nalavo od = v druhom obrazku) a méame ich preusporiadat tak, aby sa rovnali. Naviac si uvedomme, Ze to,
¢o robime v podulohéch c¢. a d. nemeni nié, ¢o je vysSie ako muska, ktori presivame. TakZe tiito mensSiu siet
vieme menit bez toho, aby sme ovplyvnili musku z alebo jej prava cast.

Tak ako predtym teda moézeme zopakovat nas postup. Pozrieme sa, ktord muska je nalavo od musky z vo
vzorovej sieti a tito musku presunieme na vrch lavej siete aj v druhom obrazku. Takto docielime, Ze sa nam
rovnaji uz dve musky. Rovnakym sposobom mozeme vSak upravit musku, ktora je napravo od musky x. Takze
nage siete st rovnaké na hibke 0 a 1. A teraz mozeme jednoducho pokracovat s muskami v hibke 2, 3. ..

Par slov na zaver

Binarne vyhladédvacie stromy st pre programatora silny nastroj. Aj tu sa vSak treba mat na pozore. Ak strom
vyzerd tak ako v podulohe a., vSetky operacie na niom trvaju dlho. Ak sa totiz vratite k predchadzajicemu
rieSeniu, vicSinou sa Jonas pohyboval tolko krokov, ako hlboky bol zadany strom. Preto by sa nam péacilo, aby
nase stromy vyzerali viac ako stromy v podulohe b..

To vsak nie je vzdy také jednoduché. Pomoct si vSsak mozeme takzvanymi rotaciami, ktoré ste vymysleli v
poditlohe c.. Videli sme, ze vdaka nim vieme preskupit niektoré asti stromu a tak ich lepSie vyvazif, aby sa
nam nestalo, Ze jedna cast je ovela hlbsia ako druhé.

To ako presne sa tieto rotécie vyuzivaju je uz na dalsiu tlohu :) Ako vSak vidite v podilohe e., v kone¢nom
désledku vdaka nim vieme dostat akykolvek tvar, aky si zaziadame.

vzordk napisal(a) Baska
2. Pribeh o Dasenke a minci (max. 15 b za rieSenie)

Pripomerime si, Ze rano dostala Dasenka dve rovnaké ¢isla p a d, ktoré su vicsie ako nula. Nésledne niekol-
kokrat hodila mincou a podla toho, ¢o jej padlo spravila jednu z nasledovnych operacii.

e Z (znak): pripoc¢itame d ku p, takze vznikne dvojica ¢éisel p +d a d
e H (hlava): pripo¢itame p ku d, takZe vznikne dvojica ¢isel p a d + p
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Na konci diia mala Désa dvojicu ¢isel P a D. NaSou tlohou bolo z tjchto ¢isel zistit, s akou hodnotou p
zacinala a tieZ prist na to, ¢o jej padalo na minci.

Na zaciatok urobme niekolko uzitoénych pozorovani:

e D4sa nikdy nemohla mat zaporné ¢islo alebo nulu.

kladnych ¢isel moze byt iba kladny.

e Okrem réna (pred prvym hodom) sa D4Sine ¢isla nemdZu rovnat.

Predstavme si, Ze v nejakom momente mé DéSenka ¢isla P’ a D’. Po dalSsom hode bude mat ¢isla P/ + D’
a D' (resp. P’ a D'+ P’). Ak by sa ale tieto dve ¢isla rovnali, tak plati P’ + D" = D’ (resp. P = D'+ P’),
¢o znamend, ze P’ = 0 (resp. D’ = 0). Podla predchadzajiceho pozorovania sa vSak nieo také nemoze
stat.

Podiloha a)
Dasenka doniesla Bobovi ¢éisla P = 15 a D = 35.

Ako zistime zaciatoéné ¢isla a postupnost hodov? Najlepsie by bolo odsimulovat DéaSenkino hadzanie, ne-
vieme vSak, kde zadat. Mohli by sme teda vysktsat vSetky mozné zaciatocné hodnoty p. Tych je iba 15. Uve-
domme si totiz, Ze plati p < P = 15 a p < D = 35. Nepozndme vsak ani postupnost hodov, museli by sme
vyskusat vSetky moznosti toho, ¢o mohla Dasa hodit.

Skusat vSetky moznosti hodov je naozaj naro¢né a pocet moznosti stipa velmi rychlo s rasticim poctom
hodov. V prvom kroku mohla hodit bud H alebo Z. To st dve moznosti. V druhom kroku sice plati to isté, ale uz
musime ratat s tym, ¢o padlo v prvom kroku, takze mame $tyri moznosti: ZZ, ZH, HZ, HH. Pri troch hodoch
je tych moznosti opit dvakrat viac, lebo pre kazda z postupnosti pre dva hody mame dve moznosti ¢o mohlo
padnat dalsie: ZZZ,Z7ZH,ZHZ,ZHH , HZZ HZH,HHZ,HHH. Kazdym hodom sa pocet moznosti, ktoré
musime vyskusat, zdvojnasobi. Uz pre 10 hodov musime vyskusaf viac ako 1000 moZnosti, preto to nevyzera
ako spravny postup.

Skiisme sa teda na to pozrief zozadu. Pri tomto postupe aspoii pozname vysledné hodnoty P a D. Cisla,
ktoré mala DaSenka pred poslednym hodom si ozna¢me P’ a D’, ich hodnotu zatial nepozname. Nésledne padla
minca, ¢isla sa zmenili a dostali sme éisla P a D. Posledny hod mohol byt Z aj H, skisme preto vyskusat obe
moznosti.

Posledny hod: znak
Ak éisla pred poslednym hodom boli P’ a D’ a hodili sme Z, tak nové ¢éisla musia byt P’ + D’ a D’. Zaroven
vieme, Ze nové ¢&isla si P = 15 a D = 35 (kedZe to bol posledny hod), takZe musi platit:

P+D =P=15
D'=D=35
Z tychto rovnic vyplyva, ze D’ = 35 a P’ + 35 = 15, teda P’ = —20.
To sa ale vylucuje s nasim pozorovanim — nemozeme mat zdporné ¢islo. Posledny hod teda nemohol byt
znak.

Posledny hod: hlava

Budeme postupovat tplne rovnako ako predtym.

Cisla pred poslednym hodom boli P’ a D’ a hodili sme H, takZe nové &isla musia byt P’ a D’ + P’. Zaroveii
vieme, Ze nové ¢&isla st P = 15 a D = 35 (kedZe to bol posledny hod), takZe musi platit:

PP=pP=15
D+P =D=35
Z toho jasne vyplyva, ze P/ =15 a D’ + 15 = 35, teda D’ = 20.
Obe disla su kladné, takze posledny hod mohol byt H. KedZe sme vSak hod znak vylacili, posledny hod
musela byt hlava.

Zvysné hody

Teraz vsak méame Gplne rovnaki tlohu, ale s ¢islami 15 a 20. Rovnakou ttvahou ako predtym by sme zistili, ze
posledny hod nemohol byt znak (¢isla pred hodom by museli byt —5 a 20), ale musel byt hlava. Takze dostaneme
¢isla 15 a 5. A takto postupujeme, az kym nemame dve rovnaké ¢isla:
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Hody Z 7 H H

Prvé 5 10 15 15 15
Druhé 5 5 5 20 35

Zaciatocné ¢isla p a d boli rovné ¢islu 5, a skratena postupnost hodov je 2Z, 2H.

Tento priklad bol pekny. Ked sme isli odzadu, tak v kazdom kroku ndm vy$la iba jedna moznost hodu, druhé
nebola mozné, lebo viedla k zépornym ¢éislam. Musi to tak v8ak byt vzdy? Vieme si z tohto prikladu odvodit
aj nejaké vSeobecnejsie pozorovania?

e Ak méame vysledné ¢isla P a D, tak predchadzajtce ¢isla P’ a D’ vieme zistif pomocou jedného odéitania
(ak vdm nasledujiice rovnice nie su jasné, skiste sa vratit vyssie, kde sme odvadzali hodnoty P’ a D'):

— Hod Z:
P =P-—-D
D' =D
— Hod H:

P =P
D'=D-P

Ak su cisla P a D rozne, tak prave jedno z P — D alebo D — P je kladné.
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hod mince. Ak je mensie prvé ¢islo, posledny hod bol H, ak je mensie druhé ¢islo, posledny hod bol Z.
KedZe cisla st vzdy rozne, tak nikdy nemédme na vyber medzi hlavou a znakom. Rovnaké éisla mozeme
mat iba na zadiatku nasho zistovania, ked sme prisli k hladanym ¢islam z rana.

e Postupnost hodov zistujeme odzadu.

Poddiloha b)
Dasenka doniesla Bobovi éisla P =111 a D = 9.

Rovnako ako v podilohe a) to vieme spravit postupnym od¢itavanim odzadu, ¢im dostaneme takyto vysle-
dok:

Akcia Z 7 7 7 7 727 7 7 7 7 Z Z

H H
Prvé 3 3 3 12 21 30 39 48 57 66 75 84 93 102 111
Druh¢ 3 6 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9

Urcite vas ale nebavilo od¢itavat 9 stale a stale dookola — az dvandstkrat. Nedalo by sa to spravif rychlejsie?

Vieme ze 9 potrebujeme odéitat od ¢isla 111 tolkokrat, aby toto prvé ¢islo bolo mensie ako 9. Takze ak je
rozdiel medzi 111 a 9 rovny 102, tak potrebujeme odéitat tolko 9, aby ich sticet bol aspont 102. Zarovei to ale
nemoZeme prehnat a dostat sa k zdpornym ¢islam. Hladdme teda najmensi pocet 9, ktorych stdet je aspon 102.

Nasa otézka teda je: “Kolkokrat musime vyndsobif ¢&islo 9, aby sme dostali ¢islo 102?”, na ¢o si vieme
odpovedat pomocou delenia 102/9 = 11, 3. Vidime, ze 11 deviatiek nebude sta¢it a potrebujeme ich 12 (lebo

..... 102

zaokrihlené nahor, teda 12. ’

Iny pohlad na to je, Ze potrebujeme od 111 odéitavat 9 kym nebudeme dostavat zaporné ¢&isla. Co je vlastne
inak povedané, “Kolkokrét sa deviatka zmesti do ¢&isla 111?”. To sa d4 vyjadrit podielom 111/9 = 12, 3, ktory
zaokruhlime nadol, dostaneme teda ¢islo 12.

Vidime, ze oba postupy nam déavaju rovnaky vysledok — 12 od¢itani, ktory sedi s nasim predoslym riesenim.
Namiesto dvanastich odcitani teda spravime jedno delenie, do skratenej postupnosti hodov si zapiseme 127 a
nové hodnoty P a D buda 111 —12-9, teda 3 a 9.

Tento postup vieme samozrejme zovSeobecnit. Majme ¢éisla P a D, o ktorych predpokladajme, ze P > D (ak
to bude naopak, tak postup bude takmer rovnaky). Chceme preto zistit, kolko znakov v rade padlo na minci.
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Pytame sa teda, kolkokrat sa hodnota D zmesti do P, ¢o vieme zistit pomocou celoé¢iselného delenia P/D
(celociselné delenie zaokrihluje nadol), tito hodnotu si oznac¢me k. Nésledne si do postupnosti hodov zapiSeme
kZ, hodnota D ostane nezmenend a novil hodnotu P vypocitame ako P — k - D.

Mobzete si véimnif este jednu zaujimavt vlastnost. Od &isla P odpoéitavame hodnotu D najviac krat ako
vieme. To ¢o ndm ostane je preto zvysSok po deleni ¢isla P ¢islom D. Tomu naozaj zodpovedd aj hodnota

.....

zistit nov hodnotu P je pouzit prikaz P = P%D (% oznaluje zvySok po deleni).

Co ak je nova hodnota nula? Tato moznost, ze P — k- D = 0 sme doteraz ignorovali. V§imnime si viak,
Ze v takomto pripade je ¢islo P nasobkom ¢isla D. Ak teda od P odéitam D iba k — 1 krat, dostanem dve
rovnaké c¢isla, obe rovné D. Takéto situacia preto nastane iba raz, a to na konci nasho vypoctu. Do skratenej
postupnosti vtedy zapiSeme (k — 1)Z a za hodnoty éisel p a d dosadime aktudlne D.

Podiloha c)
Vedeli by ste riesit takyto problém pre Iubovolni dvojicu ¢isel P a D?

V predoslych ¢astiach sme si ukdzali vSetky potrebné postupy, ostéava spojit ich dokopy.

e Ak je P > D tak zistujeme dlzku sekvencie znakov
k= % zaokruhlené nadol

hodnota D sa nemeni

— Ak P nie je delitelné D
zmenime hodnotu P na P —k-D
zapiseme kZ do skratenej postupnosti
— Ak je P delitelné D
zmenime hodnotu P na P — (k— 1) - D (¢o je vlastne D)
zapiSeme (k — 1)Z do skratenej postupnosti

e Ak je D > P tak zistujeme dlzku sekvencie hldv
k= % zaokrihlené nadol

hodnota P sa nemeni

— Ak D nie je delitelné P
zmenime hodnotu D na D — k- P
zapiseme kH do skratenej postupnosti
— Ak P deli D
zmenime hodnotu D na D — (k — 1) - P (¢o je vlastne P)
zapiSeme (k — 1)H do skratenej postupnosti

Tento postup spravi jeden krok nasho postupu. Budeme ho preto opakovat az kym sa ¢isla P a D nebudt
rovnat. V8imnite si naviac, ze v kazdom kroku sa zmeni to, ktoré ¢islo je vicsie, takze nasa skratend postupnost
bude striedat hlavy a znaky.

Tento postup vieme samozrejme zapisat aj v lubovolnom programovacom jazyku. Skuste si pozriet nizsie
uvedentd implementiciu v Pythone. Zistite, Ze sa velmi podoba tomu, ako sme si to zapisali pred chvilou.

Listing programu (Python)

print ("Napis_prve.cislo:”)

P = int (input()) # napr. ¢islo 111
print ("Napis._.druhe.cislo:”)
D = int (input()) # napr. &islo 9
zoznam = [] # tu zapisujeme skrdtenu postupnost
while P != D: # kym sa ¢isla P a D nerovnaju opakuj
print (P, D)
if P > D:
k =P // D # celodiselné delenie
if P $ D != 0: # Cislo P nedava po deleni D zvysok 0, nie je nim teda delitelné
P =P - kxD
zoznam.append ((k, "Z2"))
elif P $ D != 0: # zvysok je 0, P je delitelné D
P =P - (k-1)#D
zoznam.append ((k-1, "Z"))
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elif D > P:

k =D // P # celoC¢iselné delenie

if D & P != 0: # Cislo D nie je delitelIné P
D =D - kxP
zoznam.append ((k, "H"))

elif D $ P == 0: # cCislo D je delitelné P
D =D - (k-1)x%P
zoznam.append ( (k-1, "H"))

# kedZe zistujeme tahy odzadu, tak musime zoznam obratit
zoznam.reverse ()
print (”"Skrateny.zoznam.hodov:”, zoznam) # [(2, "H"), (12, 'Z’)]

# vypiseme aj zaciatocne cislo
print ("Rano.dostala-Dasa.cisla.rovne.hodnote:”, P) # 3

Je to dostato¢ne rychle?

Poktisme sa zamyslief nad tym, kolkokrat musime zopakovat vyssie uvedeny postup. V jednom kroku sa
rozhodneme, ktoré z ¢isel P a D je vicsie a toto vicie ¢islo upravime, pricom bude mensie ako druhé cislo.
TakzZe to, ktoré ¢islo je vicsie, sa bude v kazdom kroku striedat. Ak je najskor P > D, tak hned potom bude
P < D, nésledne opét P > D, a tak dalej az kym P = D.

Pri kazdom tomto kroku vlozime do skratenej postupnosti jeden zdznam, teda jedno ¢islo a hod Z alebo H.
Trvanie nasho programu bude teda priamo timerné dizke skratenej postupnosti. Stale viak nevieme, aké dlha
bude této postupnost a ¢i to nas algoritmus zvladne aj pre ¢isla velkosti milién.

Pozrime sa blizsie na to, ako sa meni ¢&islo P. V kazdom druhom kroku sa velkost tohto éisla zmensi, kedze
hodnoty P a D sa zmensuju nastriedacku. Ako rychlo sa toto ¢islo zmensuje? Ak by sa v kazdjch dvoch krokoch
zmensilo iba o 1, tak je to zlé. Pretoze nasa skratena postupnost by potom mala dlzku 2 - P, ¢o je vela. Moze
sa vSak ¢islo P zmensit o tak mélo? Skuste najst takt dvojicu P a D, Ze po tprave ¢isla P sa toto ¢islo zmensi
iba o 1.

V skutoc¢nosti totiZ plati, #ze hodnota ¢isla P sa musi pri jednej tiprave zmensitf aspon na polovicu.
Ukazme si, preco je to tak. VSimnite si, ze ¢islo P sa meni v zavislosti od ¢isla D. Dokonca sme si ukazali, ze
vyslednd hodnota P musi byt po tprave mensia ako hodnota D. Ak je teda ¢islo D malé, bude mald aj nova
hodnota P'. Nova hodnota P preto bude aspoil polovi¢né ak plati, ze D < g — ¢islo D je mensie ako polovica
P a preto aj P bude po tprave mensie ako jeho polovica.

Co vsak v pripade, ked D > g? Pozrime sa na to, ¢o spravi nas algoritmus. Najskor zisti, kolkokrat sa do
dalsom kroku sa od P jedenkrat odpocita ¢islo D. No a vysledok musi byt mensi ako polovica P. Ak totiz méate
Cislo P a zoberiete z neho viac ako jeho polovicu (¢islo D), ostane vim menej ako polovica (nova hodnota P).

Tym padom sa po kazdych dvoch krokoch hodnota é&isla P zmensila aspoii na polovicu. Co sa stane, ak bude
¢islo P milién? V najhorSom pripade sa toto ¢islo zakazdym zmensi presne na polovicu az kym z neho neostane
¢islo 1, ¢o je najmensie ¢islo, s ktorym Désenka mohla zacéinat.

1000000,/2 = 500000/2 = 250000/2 = 125000/2 = 62500/2 = 31250/2 = 15625/2 = 7812/2 = 3906
3906/2 = 1953/2 = 976/2 = 488/2 = 244/2 = 122/2 = 61/2 = 30/2 =15/2 = 7/2 = 3/2 = 1

Predosly zapis zndzoriiuje, ako by sa hodnota P zmensovala’. Vidime, Ze na to, aby sme z nej dostali 1
potrebujem iba 19 krokov. Samozrejme, nezabudnime, Ze hodnota P sa zmeni iba v kazdom druhom kroku,
niekedy sa totiz musi zmensovat aj D. Stale z toho vSak vychddza, ze ndm staéi 38 krokov. A aj to iba v
najhorsom moznom pripade.

Pre zaujimavost, ¢islo 19 — kolkrat moézme vydelit ¢islo 1000 000 éislom 2 — je aj pribliznd hodnota dvojkového
logaritmu z ¢isla 1000 000. Logaritmovanie je v podstate opak umociiovania.
Ked chceme skratene zapisat stcin vela dvojok, tak to mozme skratene napisat pomocou umocnenia:

2.2.2.2.2.2.2.2=28

Popripade st¢in k dvojek je 2F.

Logaritmom sa oznacuje odpoved na otazku: Na kolkd musime umocnit &islo 2, aby sme dostali vysledok
y? Ak by sme teda chceli zistif, na kolkd treba umocnif 2, aby sme dosali ¢islo 256 (teda hlfadame = rovnice
2% = 256), tak odpovedou by bol prave log,(256), ¢o je 8.

1To sme videli napriklad v priklade, kde P = 111 a D = 9. V jednom kroku sa P zmensilo na hodnotu 3, muselo byt totiz mensie
ako D.

2Takyto zapis samozrejme nie je matematicky spravny. Uréite totiz neplati, ze 488/2 = 244/2. Pekne vsak znazoriuje, ¢o sme
chceeli ukazat, a to je trochu tspornejsie ako pisat 488/2 = 244;244/2 =122.. ..
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O naSom postupe by sme preto mohli povedat, Ze potrebuje najviac 2 - log, P krokov.

Podiloha d)
Vedeli by ste dokazat, Ze pocdiatoéné ¢islo p deli obe vysledné ¢isla P a D?

Zacat mozeme tym, zZe sa vratime ku konkrétnym prikladom z tloh a) a b). V8imnime si, Ze v oboch pripadoch
plati, Ze ¢islo p nedeli len vysledné éisla P a D, ale vSetky ¢isla, ktoré si DéSenka zapisala. V podulohe a) vidime
iba nasobky ¢isla 5, v podilohe b) iba ndsobky ¢isla 3. To je podozrivé.

Pozrime sa teda, ¢o sa deje ked DéaSenka zac¢ne hadzat mincou. Zacéina s dvoma d¢islami p a d, ktoré s
rovnaké, a teda zjavne st obe delitelné ¢islom p. Po prvom hode mincou moze mat Dasenka zapisané ¢isla 2p a
p, ktoré st opit delitelné ¢islom p. Po druhom hode mincou mé bud dvojicu 3p a p, alebo dvojicu 2p a 3p, ¢o
st vSetko nasobky p.

No a tato vlastnost sa nezmeni. Co totiz robi Dasenka? Jedno ¢islo nahradi st¢tom a druhé necha nezmenené.
Ale ak s¢itame dve éisla delitelné ¢islom p, tak opéf dostaneme &islo delitelné p. Sktisme si to ukézat o nieco
formalnejsie. Cislo delitelné p si vieme zapisat ako a - p pre nejaké kladné a. Zoberme si teda fubovolné dve ¢isla
deliteIné p, ktoré vieme zapisat ako a -p a b- p. Ich stfet je a-p+b-p = (a+b) - p. Tento stcet je ale zjavne
opét delitelny ¢islom p, lebo sa da zapisat ako ¢ - p, pre c = a + b.

KedZe Dasenka zacina s dvoma ¢islami delitelnymi éislom p (dvojica p, d) a robi iba operaciu s¢itanie, vSetky
disla, ktoré zapisuje st nadalej delitelné éislom p. Tym padom to plati aj pre vysledné éisla P a D.

Podiloha e)
Vedeli by ste dokézat, Ze ak nejaké ¢islo z deli obe vysledné ¢isla P a D, tak deli aj povodné éislo p?

Sktisme postupovat podobne ako v podtlohe d). Zoberme si ¢islo z, ktoré deli aj P aj D. Tieto dve ¢isla
sa teda dajt zapisat ako P =a-x a D = b -z, pre vhodné a a b. Co sa s tymito ¢islami dialo krok pred tym?
V podulohe a) sme si ukdzali, Ze hodnoty predchadzajucich éisel ziskame tak, Ze mensie ¢islom nezmenime a
od vicsieho to mensie odc¢itame. Tvarme sa teda, ze P > D, pre opacny pripad by sme robili to isté, akurat
naopak.

Hodnota D ostane rovnd b - x, ale hodnota P sa zmeni na rozdiel tychto dvoch éisel. Bude preto platit, Ze
P =aqa-x—b-z To vSak vieme zapisat ako P = (a — b) - . Nova hodnota ¢isla P bude teda opit delitelna
¢islom z.

Naviac, tadto vlastnost plati vieobecne a vys$sie mame uvedeny aj jej dokaz. Ak si zoberieme dve ¢isla delitelné
x, tak ich rozdiel bude opit delitelny ¢islom z. Pri naSom postupe teda budeme cely ¢as pracovat s ¢éislami,
ktoré st delitelné ¢islom z. To bude platif aj ked sa na konci naseho postupu dostaneme k ¢islam p a d. Ak
teda ¢islo x deli vysledné ¢isla, deli aj zaciatocné p.

Co vyplyva z vlastnosti d) a e) o &isle p?

V podilohe d) sme ukézali, Ze ¢islo p deli obe ¢isla P a D. Takuto hodnotu oznac¢ujeme ako spoloény delitel.
Poduloha e) zase hovori, Ze kazdy spoloény delitel x éisel P a D deli aj ¢islo p. Z toho ale vyplyva, ze x < p.
Uvedomme si, Ze ak nejaké ¢islo a deli ¢islo b, tak b musi byt viicsie alebo rovné a.

Ak je teda kazdy spoloény delitel mensi alebo rovny ako p tak to znadi, Ze p je najvicsi spoloény delitel
Cisel P a D.

Na zaver

V tejto tlohe sme teda cely ¢as pocitali najvicsie spolocné delitele dvoch ¢isel. A postup, ktory ste pocas
toho vymysleli sa vold Euklidov algoritmus a je to najrychlejsi spdsob ako tto hodnotu vypocitat.

Viac o Euklidovom algoritme si moézete preéitat na Wikipédii (https://sk.wikipedia.org/wiki/Euklidov_
algoritmus). Jediny rozdiel s nasim rieSenim je ten, Ze klasicky Euklidov algoritmus skonéi, ked je jedno z ¢isel
rovné nule a nie ked st rovnaké. Vdaka tomu netreba $pecidlne osetrovat podmienku delitelnosti ¢isla P &islom
D.

vzordk napisal(a) Dévid
3. Pohodinejsie Kreslo (max. 15 b za rieSenie)

Vzorové programy najdete aj na stranke s editorom ksp.sk/ prask/specialne/4/2/3, kde si mozete odsimu-
lovat ich beh. Pri éitani vzorového rieSenia odporucame si to aj vyskiugat. Hoci vam slovne na¢rtneme zakladné
myslienky, predsa len je to prehladnejsie, ked sa to aj hybe.
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Poduloha a.

Na vstupe je ¢islo n a potom dva krat n ¢isel. Na vystup vypiste najskor druhych n ¢isel a po nich prvych
n Cisel.

Riesenie tejto tlohy sa skladé z troch Casti. Nacitame prva polovicu, na¢itame a vypiseme druhi polovicu a
na koniec vypiseme prva polovicu.

Prva ¢ast (modré) nacitava n ¢éisel a uklada ich do pamite. Posledny prikaz v riadku je tam aby presko¢il
nacitanie &isla n, ktoré sme pouzili na zaciatku. Sipka o riadok nizsie kompenzuje otocenie, ktoré sposobi prikaz
nad tiou, ked nem4 ¢o ulozit do N (ked presko¢ime nacitanie pred nim).

Druh4 ¢ast (zelend) nacitava a rovno vypisuje druhii polovicu ¢isel. Nasleduje kratky zlty tsek, ktory pripravi
hodnoty v N a A pred tretou ¢astou.

Tretia ¢ast (Cervend) vypiSe n éisel z pamite a ukonéi program.

Poduloha b.

Na vstupe je ¢islo n a potom n ¢isel. Za nimi st dve ¢isla a a b. Na vystup vypisSte stacet ¢isel medzi a-tym
a b-tym ¢islom (vratane).

Zadanie za¢ina podobne ako predosla tloha. Vdaka tomu moéZe aj nas program zacinat rovnako. Prvé cast
(modra) je preto tiplne rovnaka.

V druhej ¢asti (z1t4) ndm tento krat staci nacitat len dve &isla, preto ziadny cyklus.

V tretej ¢asti budeme zvicsovat ¢islo v A, ktoré zaroveri urcuje miesto v pamiti, az kym sa dostaneme na
¢islo v B. V kazdom kole este pripocitame obsah D do I, v ktorom bude na konci stucet celého tseku.

Na koniec (¢ervend) uz len vypiSeme obsah I.

CINAD 22 PH DI

HK T S [ RN K
)

Podiloha c.
Na vstupe je n ¢isel. Vypiste najmensie a druhé najmensie c¢islo.
Jednou z moznosti ako riesit tuto tlohu je vyriesif podalohu e. a mierne ju upravit. D4 sa to vSak aj ovela

jednoduchsie a dokonca nepotrebujeme ani pamif. Stadia ndm dva registre. Budeme pouzivat A, kde bude
najmensie ¢islo a B, kde bude druhé najmensie.
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Ako prvé (modra) musime do tychto registrov nie¢o ulozit, aby sme nepracovali s nulou, ktord tam je na
zaéiatku Pouiijeme prvé dve éisla na vstupe
Ked ich vymeni, podmienka bude uz splnena, Cize sa to zopakuje najviac dva krat.

Vzdy ked skonéi zlta cast, prejdeme do zelenej, ktord postupne naditava zvySok vstupu. Kazdé ¢islo po
nacitani zduplikujeme a porovname s B. Ak je mensie, znamend to, Ze je jednym z dvoch doteraz najmensich
tak nim prepiseme B. Po takejto zmene opit prejdeme do Zltej casti.

Ak nacitané ¢islo nie je mensie, vymazeme jeho druhi képiu a pokracujeme na dalSie.

Nakoniec, ked sa mind €isla na vstupe, (¢ervend) uz len vypiseme A a B.

PAHDAN > AR =L
S D SIOPSPRESEGES
B SSORASIP AN EPIES
o KR K HS

Poduloha d.

Na vstupe je n ¢isel. Vypiste ¢islo, ktoré je na vstupe najviac krat.

Jedno z moznych rieseni, je opét pouzit rieSenie podilohy e, a v utriedenej postupnosti néjst najdlhsi tsek
rovnakych ¢isel. Existuje vSak aj ovela elegantnejsie rieSenie, ktoré vyuziva tplne iny pristup ako predoslé tlohy.

Tento pristup sa lisi v tom, Ze namiesto toho aby sme si ¢isla zo vstupu ukladali do pamite, budeme ich
pouzivat ako adresu do pamite a v pamiti bude hodnota kolko krat sme dané ¢islo uz videli (modréa ¢ast). Aby
sme sa k tymto hodnotdm dostali aj po tom, ako ¢isla naditame, budeme si vSetky ¢isla zo vstupu kopirovat a
ukladat na zasobnik.

Ked mame takto naéitany vstup, dostavame sa k druhej Gasti (zelend), kde prechddzame cez vSetky ¢isla na
zésobniku a hladdme to, ktoré sa na vstupe objavilo najviac krat. Ked ndjdeme ¢islo, ktoré bolo na vstupe viac
krat ako to, ktoré si pamitame, pokrac¢ujeme na zltt ¢ast, kde si ulozime do B kolko krat to bolo a do R aké
¢éislo to bolo. Ked sa ndm mint éisla na zdsobniku, urcite sme nasli to, ktoré sa vyskytlo najviac krat. Preto
prejdeme na Gervenu ¢ast a vypiSeme hodnotu z R.
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Poduloha e.

Na vstupe je n ¢isel. Vypiste vSetky tieto ¢isla zoradené od najmensieho po najvicsie.
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Zoradit ¢isla je tiloha ktord sa v informatike vyskytuje velmi casto a preto ludia vymysleli vela sposobov ako
to spravit®. Niektoré st pomalsie a niektoré rychlejsie. Nam viac zalezi na jednoduchosti ako na rychlosti, preto
sme si vybrali Insertsort.

Jeho nazov je odvodeny od slova insert (vloZit), pretoZe postupne pridava dalsie a dalsie ¢islo do uz zoradenej
postupnosti.

N4s program bude zoradovat ¢isla v nasSej postupnosti od konca. Znamena to, Ze sa najprv budeme pozerat iba
na posledné ¢islo. To je samo o sebe v spravnom poradi (nemé na vyber). Potom k nemu priddme predposledné,
to pred nim, aZ po to prvé. Predstavme si, ze uz mame nejak postupnost zoradenti a chceme do nej pridat dalsie
¢islo. Nové ¢islo mame na zaciatku tejto postupnosti. Porovname ho s ¢islom za nim. Ak je vicsie, znamena to,
7e mé byt az za nim — vymenime ich. Opif sa pozrieme na nase nové ¢islo a to za nim a pripadne ich vymenime
a opakujeme. Ked narazime na to, Ze dalsie &islo je vii¢sie, znamend to, Ze aj ¢isla za nim buda vicsie, a éisla
pred nasim &islom musia byt mensie, kedZze sme ich preskocili. Poradie povodnych ¢isel sme nezmenili a nové
¢islo je na spravnom mieste — mame zoradent postupnost.

Program sme rozdelili na 5 ¢asti. Prvé a najjenoduchsia z nich (modra) opéf sltzi len na naéitanie vstupu
a posledné (Cervend) vypise utriedené ¢isla z paméte.

Fialova cast skontroluje, ¢i je ¢islo v pamiiti viicSie ako ¢islo pred nim. Ak je, znamend to, Ze ich treba
vymenit a prejdeme na zltu ¢ast. Inak, ak je mensie alebo rovnaké, posunieme sa o jedno dozadu a pokracuje
na zelent Cast.

71t4 ¢ast vymeni &islo v pamiiti s tym ktoré je pred nim, posunie sa o jedno dalej a pokracuje na zelent.

Zelend ¢ast déva pozor na to, ¢i sme sa neposunuli prili§ daleko, ale aj na to, ¢i sme sa eSte nedostali na
zaGiatok. Ak sme sa dostali za koniec pola, znamend to, Ze sme vymienali posledné dve ¢isla a teraz st uz v
spravnom poradi. Preto ndm staci adresu zmensit o 1 a vratit sa tak ku poslednému ¢&islu. O ostatné sa uz
postara fialova cast. Ak sme sa dostali na zaciatok pola, fialova ¢ast musela skontrolovat vSetky ¢isla, ¢ize mame
usporiadané pole a mdzeme &isla vypisat. Vtedy prejdeme na dervent cGast.
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vzorak napisal(a) Jaro
4. Prefixove rezne (max. 15 b za rieSenie)

Brute-force

Ak vam nenapadlo Ziadne efektivne riesenie, jedna z prvych veci, ktoré treba skusit je rieSenie hrubou silou.
Kazdé spravne rieSenie, hoci aj pomalsie, zvicSa ziska nejaké body. Preto sa ho nabudice nebojte odoslat —
radsSej odovzdat rieSenie, ktoré vam napadlo ako prvé, nez mat za tilohu 0 bodov.

Najjednoduchsia vec, ktortt mézeme spravit je vyskusat vSetky mozné tiseky reziov a pre kaZdy z nich zistit,
¢l sa v nlom nachddzaju vSetky exisexistujice druhy. Kazdy stuvisly tsek reziiov vieme uréif jeho zaciatkom a
koncom, ktoré si ozna¢ime premennymi z a k. V dvoch cykloch preto vieme prejst cez vSetky mozné dvojice
hodnét z a k.

Pre dany tsek vsak potrebujeme vediet zistit, ¢i sa v iom nachédzaji vSetky druhy reziiov. Na to si vytvorime
pole videli[], do ktorého si budeme znaéit, kolko reziiov daného typu sa nachédza v iseku od z po k. Presnejsie,
v premennej videli[i] bude podet reziiov typu i. Pomocou cyklu potom prejdeme zadany tsek, do pola
videli[] si spocitame pocty reznov daného typu a poslednym cyklom zistime, ¢i je kazda hodnota videli [i]
aspon 1 — v useku je aspori jeden rezen typu i. Ak nas tsek spliia zadant podmienku a je najkratsi z dobrych
tsekov, ktoré sme zatial videli, tak si ho zapaméitame.

Casov4 zlozitost tohto riesenia je O(n?®). Roznych tisekov, teda dvojic z a k, je zhruba n? a pre kazdy z nich
musime prejst vybrany tsek a zistit, ¢ je v fiom kazdy rezeti aspoii raz, ¢o bude trvat O(n+m) operécii. Pamétat
si potrebujeme iba rezne zo vstupu, ktorych je n, a pole videli[]. Pamitova zlozitost je preto O(n + m)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int INF = 1000000000;

int main () {
int n, m;
cin >> n >> m;
vector<int> rezne(n);

for (int i = 0; 1 < n; 1i++) {
cin >> reznel[i];
rezne[i]-—;

}

int najkratsi = INF;
for (int z = 0; z < n; z++) {
for (int k = z; k < n; k++) {
vector<int> videli (m, 0);
for (int i = z; 1 <= k; 1i++) {
videli[rezne[i]]++;

}

for (int i = 0; 1 < m; i++) {
if (videli[i] < 1) break;
if (i+l1 == m) {
najkratsi = min(najkratsi, k-z+1);
}
}
}
}
if (najkratsi == INF) cout << -1 << endl;

else cout << najkratsi << endl;

Zrychlenie predchadzajiaceho rieSenia

Dalsim dévodom, pre ktory je dobré zacat s pomalym riesenim je, ze pomalé rieSenie sltzi ¢asto ako zaklad
efektivnejsieho rieSenia. Skiisme sa teda pozrief na to, ¢o robilo naSe predchadzajice rieSenie naviac. Ked sa
pozrieme, v akom poradi sktSame tuseky, zistime, Ze po tseku od z po k nasleduje tisek od z po k + 1. Ten sa
vsak od predchadzajiceho tseku lisi iba tym, Ze ma o jeden rezen viac — rezen na pozicii k + 1. Teda ani pole
videli[] sa velmi nezmeni, sta¢i pridat tento jeden rezen. Namiesto toho, aby sme teda opif prechadzali cely
tsek, pridame iba jediny rezen.

Pre kazdy z n? tGsekov tak spravime iba jednu operaciu na zmenu pola videlil[] a nésledne sa pozrieme, &
je v tomto poli kazdy rezeit aspoii raz. Casové zlozitost je teda O(n?m), ¢o je o kiisok lepsie. Este viak nie sme
hotovi.

Prechodom na dalsi tsek ndm pribudol jediny rezen. Ak tisek od z po k neobsahoval kazdy rezen aspoii raz,
tak tisek od z po k 4 1 ho obsahuje iba ak na pozicii k£ + 1 bol posledny chybajici druh rezna. Ak sme teda
pridali rezenl typu i, tak hodnota videli[i] sa zmenila z 0 na 1 (rezeii ¢ v tseku nebol a zrazu tam jeden je).
Nase rieSenie si teda bude vSimat, ¢i sa hodnota pola videli[] zmenila z 0 na 1 a bude poéitat, kolko takychto
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udalosti nastalo. Pocet tychto udalosti si bude paméitat v premennej d. V okamihu, ked uvidi m takychto zmien
tak vie, ze v danom useku je kazdy druh rezia aspoi raz — kazdy druh totiz vytvori jednu takato udalost
prvykréat ked ho do nasho tseku pridéame.

Vysledna ¢asova zlozitost je O(n?). Pre kazdy tusek totiz iba zmenime jednu hodnotu v poli videli[] a
pozrieme sa, ¢i tato zmena pridala do tiseku novy druh reziov.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int INF = 1le9;
int main () {
int n, m;

cin >> n >> m;

vector<int> rezne(n);

for (int i = 0; 1 < n; 1i++) {
cin >> reznel[i];
reznel[i]-—;

int najkratsi = INF;

for (int z = 0; z < n; z++) {
vector<int> videli(m, 0);
int d = 0;

for (int k = z; k < n; k++) {
videli[rezne[k]]++;
if (videli[reznel[k]] == 1) d++;
if (d == m) {
najkratsi = min(najkratsi, k-z+1);
}
}
}
if (najkratsi == INF) cout << -1 << endl;
else cout << najkratsi << endl;

Vzorové riesenie

Nerobime vsSak stale nieo zbyto¢ne? Pozrime sa eSte raz na to, ¢o robime. Zvolime si za¢iatok z a postupne
zvidsujeme poziciu konca k. Do pola videlil[] si znac¢ime poéty reziiov jednotlivych druhov, ktoré si v tomto
aseku. A vZdy, ked ndjdeme novy druh reziia, hodnota videli[i] sa zmeni z 0 na 1, tak zvii¢sime hodnotu d.
Ak pre tsek plati, Ze d = m tak vieme, Ze dany usek obsahuje kazdy druh rezina aspoii raz.

Hodnota d sa vsak iba zvic¢Suje. To znamend, Ze ked raz pre nejaky tsek plati d = m, tak aj vSetky dlhsie
tseky zacinajice na pozicii z obsahuja vsetky druhy reznov. Tieto tiseky st vSak dlhsie, preto sa ndm ich neoplati
ani skugat. Ako teda zviiéSujeme hodnotu k, tak v okamihu, ked d = m, sme nagli najkratsi Gisek zac¢inajici na
z, ktory obsahuje kazdy druh reziia. Dalsie, vii¢sie hodnoty k nemusime ani sktsat a moézeme zadat sktusat dalsi
zaciatok z + 1.

Toto este nestaci, uvedomme si vSak nasledujicu vec. Najkratsi isek obsahujici vSetky rezne, ktory zacina
na pozicii z + 1 nemoze koncit skor ako aktudlna hodnota k. Pozicia k bola prva takd, Ze tsek z az k obsahoval
vSetky druhy reziov. Predstavme si, ze tsek od z + 1 az k' obsahuje vSetky rezne, pricom k' < k. Tak potom
zjavne aj usek od z po k' obsahuje vSetky druhy reziiov. Je to predsa tsek, ktory obsahuje o jeden rezem viac
ako tisek od z + 1 po k’. Hodnota k vSak bola najmensia takd, takze Ziadne mensSie k' existovat nemoze.

Ked teda zac¢neme so zacdiatkom z+ 1 nemusime sktsat vSetky tseky, ktoré kondcia skor ako k. Tie totiz uréite
véetky rezne obsahovaf nebudi. Vieme vSak vhodne upravif hodnoty v poli videli[] a d? Useky od z po k a
od z+ 1 po k sa lisia iba v rezni na pozicii z, ktory sme odobrali. Ak bol druhu 7 tak to znamend, Ze musime
zmensit hodnotu videli[i] o 1. A podet druhov v tomto tseku (hodnota d) sa zmeni iba ak sme odstréanili
jediny rezen svojho druhu, teda ak sa hodnota videli[i] zmenila z 1 na O.

Lahko teda upravime nase polia a hodnotu d. Nasledne moZzeme opét zvySovat koniec k, az kym sa d nebude
znova rovnat hodnote m. Vtedy posunieme zaciatok z a pokrac¢ujeme. Pre kazdy zaciatok tak ndjdeme najkratsi
tsek obsahujuici vsetky druhy reziiov. Z tychto tsekov zoberieme ako vysledok najkratsi z nich.

Casova zlozitost takéhoto riesenia je O(n). Uvedomme si, Ze v kazdom kroku nasho algorimu o 1 zvii¢sime
bud hodnotu z alebo k. Obe tieto hodnoty mézeme zvicsit najviac n krat, preto spravime najviac 2n operacii.
Pri kazdom posune pritom upravime iba jedint poziciu pola videli[] a premennt d. Pamitova zloZitost je
stale O(n 4+ m).

Vsimnite si, ako sme sa z najlahSieho rieSenia postupne prepracovali az k vzordku. A stacilo si iba v8imat,
¢o robime navyse.

Listing programu (C++)
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#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int INF = 1le9;
int main () {
int n, m;

cin >> n >> m;

vector<int> rezne (n);

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
cin >> reznel[i];
rezne[i]—-—;

}

int najkratsi = INF;
vector<int> videli(m, 0);

int d = 0;
int k = 0;
for (int z = 0; z < n; z++) {
while(k < n && d != m) {
videli[reznel[k]]++;
if (videli[reznel[k]] == 1) {
d++;
}
k++;
}
if (d == m) {
najkratsi = min(najkratsi, k-z);

}
videli[rezne[z]]-—;
if (videli[rezne[z]] == 0) {

d-—;
}
}
if (najkratsi == INF) cout << -1 << endl;

else cout << najkratsi << endl;

vzordk napisal(a) Roman
5. Pismenkova sifra (max. 15 b za rieSenie)

Dizka k-teho slova

Zacneme tym, Ze si spo¢itame dlzku slova na k-tej pozicii. Napriklad pre & = 28 je hladana dizka 2, pretoze
28-me slovo je AB, ktoré ma dve pismena.

Kolko slov mé dizku 1? Presne 26, st to jednopismenové slova A az Z. A kolko slov ma dlzku 2? Slovo dlzky
dva dostaneme tak, ze vyberieme jedno pismeno na prvi poziciu a jedno pismeno na druhii poziciu. Na jednu
poziciu pritom vieme vybrat 26 roznych pismen a tieto dve pozicie sa navzdjom neovplyviiuji. Dokopy méme
teda 26 - 26, teda 262 moznosti. Vo vieobecnosti, slov dizky d je 26%. Na kazd z d pozicii totiz mozeme vybraf
jedno z 26 pismen.

Teraz si uvedomme, 7e ak ma k-te slovo dlzku d, tak v &isle k st zapoéitané aj vietky kratsie slova, tie totiz
predchadzaji tym s dlzkou d. V takomto pripade preto vieme, ze k > 26 + 262 + 26° - - - 2691, Stcet na lavej
strane totiz predstavuje pocet vietkych slov kratich ako d — slov dizky 1, 2, 3...d — 1.

Ak teda chceme zistif dlzku k-teho slova, hlfaddme najmensie d také, ze k < 26 + 262 + --- + 26%. To
vieme Tahko vypocitat pomocou jedného while cyklu, v ktorom pripocitavame stéle vicsie mocniny 26, az kym

.....

Tento postup si modzeme ilustrovat na nasledovnom priklade:
k = 743

26 < 743 // Slovo je dlhsie ako 1
26 + 26%26 = 702 < 743 // Slovo je dlhsie ako 2
702 + 26%26%26 = 18278 >= 743 // Slovo ma dlzku 3

Prvé pismeno slova diiky k

Uspesne sme zistili dizku k-teho slova, ktorti sme oznaéili d. Podme sa teda zameraf iba na slova tejto dlzky.
Uz vieme, 7e ich je 26%. Kolké z nich vsak hladdme? Nemoze to byt k-te, pretoZe v hodnote k st zahrnuté aj
vSetky kratSie slova. Ak teda chceme zistitf, ktoré d pismenové slovo hladdme, musime od k odpocitat kratsie
slova, ktorych je 26 4+ 262 + - - - + 2691, Nova hodnota k bude preto rovna tomuto rozdielu.

Pokuisme sa teraz zistit jednotlivé pismend tohto slova. Zameriame sa na poslednu vlastnost, ktorti sme este
nepouzili — abecedné usporiadanie. Vieme, Ze nasich 26¢ slov dizky d je usporiadangch abecedne, teda najskor
vsetky slova, ktoré zaéinaji na pismeno A, potom vsetky, ¢o zadinaju na B atd. az po Z.
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Naviac si uvedomme, Ze je rovnako vela slov, ktoré zacinaji na A ako tych, ktoré zaéinaji na B. Ak totiz
zoberieme slovo zacinajice na B a toto prvé pismeno zmenime na A, dostaneme slovo za¢inajice na A. Zaroven,
dve rozne slovd, ktoré zacinaji na B vytvoria dve rozne slova zacinajice na A. Dokonca, tato vlastnost plati
pre fubovolnt dvojicu pismen. Tym padom je tychto 26¢ slov rozdelenych na 26 rovnako velkych skupin, kazda
s 26971 slovami. (Tt istt vlastnost si méZeme uvedomif aj tak, ze ak zafixujeme prvé pismeno, na kazdi zo
zvy$nych d — 1 pozicii moézeme dat jedno z 26 pismen.)

Ak sa pozerame iba na d pismenové slova tak vidime, Ze prvych 267! za¢ina na pismeno A. Ak je teda
slov totiz za¢ina na B, takze ak k < 22691, tak hladané slovo za¢ina na pismeno B. A ked ani to, mozeme sa
pozriet na pismené C, D...

Tymto spdsobom sa urcite dopracujeme k prvému pismenu zadaného slova. Ak by sme chceli tento postup
naprogramovat, mohli by sme pouzit jedoduchy while cyklus, ktory by skusal, kam patri k. Kedze st vSak
jednotlivé skupiny rovnako dlhé, vieme pouzif maly trik. Uvedomme si totiz, ze ak sa snazime zistit, v ktorej
skupine sa nachadza ¢islo k, je to akoby sme sa pytali: Kolkokrat sa do ¢isla k zmesti 269717 A na tiito otazku
vieme odpovedaf pomocou delenia. Je tu len jediny problém. Do ¢&isel 1 az 264! — 1 sa 269~ zmesti nulakrat,
ale do ¢&isla 26971 sa zmesti raz. A rovnako aj v ostatnjch skupinach. Aby sme sa tejto neprijemnosti vyhli, tak
nebudeme delif éislo &, ale ¢éislo k — 1. Teraz naozaj plati, Ze ¢islo 2’23(1%11 (zaokrtihlené nadol) urcuje, do ktorej
skupiny patri hladané slovo. A tiez poradie prvého pismena tohto slova v abecede.

Dalsie pismena a kratsie slova

Pozname dlzku slova d a takisto jeho prvé pismeno, nech je to napriklad T. Zvysok slova uz nemusime preto
hladat medzi vietkymi slovami dizky d. Stac¢i sa zamerat na slova dizky d, ktoré za¢inaji na pismeno T. Ktoré
z tchto slov hfadame? Opiif to nebude k-te z nich. V hodnote k st totiz zardtané aj vietky slova dizky d, ktoré
zaéinaju na pismeno, ktoré je v abecede skor ako T. Kolko je takychto slov?

Pismeno T je dvadsiate v abecede. Pred nim je teda 19 inych pismen (A az S). A na kazdé z tychto pismen
zadina 2691 slov dlzky d. Vsetky tieto slova preto musime od k odéitat. Nova hodnota k bude teda k—19-264~1.
V tomto momente mame v k naozaj spravnu hodnotu — poziciu hladaného slova medzi vietkymi slovami dlzky
d zacinajucich na T.

Chyba nam posledna vec. VSetky slova, ktoré nas zaujimaju zacinaji pismenom T. Ako sa teda zoradené?
Zoradené st podla zvysnjch d — 1 pismen, ktoré tvoria vsetky slova dizky d — 1 usporiadané podla abecedy.
Nasa tloha sa preto nezmeni, ak si povieme, Ze hladame k-te slovo dizky d — 1. A to je predsa problém, ktory
sme uz vyriesili v predchadzajicej ¢asti.

Vieme, Ze slova dlzky d — 1 st rozdelené podla prvého pismena na 26 skupin, kazda po 2 slov. A vieme
aj to, ako zistif prvé pismeno k-teho takéhoto slova. Ked to teda zistime, toto pismeno bude druhym v poradi
v nasom pdvodnom probléme. A takisto sa ndm problém opif zmensi na hladanie k-teho (pre vhodne upravené
k) slova dlzky d — 2. Tento postup budeme méct opakovat, zakazdym sa dozvieme o jedno pismeno viac a dlzka
hladanych slov sa bude znizovat aZ na 0, kedy uz ni¢ nemusime robit, pretoze také slova neexistuju.

6d—2

Pocet krokov algoritmu

Pozrime sa eSte na ¢asovi zlozitost tohto algoritmu. Ak je dlzka slova d, tak hladanie tejto hodnoty bude
trvat zhruba d operacii. A takisto ndjdenie hladaného slova bude trvat zhruba d operacii, pretoze v kazdom
kroku sa o jedna skrati dlzka slov, na ktoré sa pozerame. Zostava zistit, aka velka je hodnota d.

Uplne na zaciatku sme si ukazali, Ze plati:

k <26+ 26 +26% + .-+ 26¢

Stcet napravo je pocet vsetkych slov dlzky najviac d. Tento stcet je naviac siudet ¢lenov geometrickej
postupnosti, na ktory vieme pouzit zndmy vzorec*:

2641 — 26
25

To znamend, Ze k je zhruba tak velké ako hodnota 26¢. (Zanedbali sme nejaké konstanty, ktoré sa ale stratia
v O-notécii.) Hodnotu d preto mozeme slovne popisat ako: ¢islo, na ktoré ked umocnime ¢islo 26, dostaneme
hodnotu £.

No a na vyjadrenie takychto hodnot pouzivaji matematici pojem logaritmus. Zapisuje sa to ako log, b = c,
¢ita sa to ako logaritmus z b pri zdklade a sa rovna c a vyjadruje to, Ze ak umocnime hodnotu a na ¢éislo ¢

k<

4 Ak neviete, ¢o je geometricka postupnost, skiste si o nej nieco precitat.
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dostaneme ¢islo b, teda (a® = b). Casovii zloZitost preto mozeme vyjadrif ako O(logys k) = O(logk). KedZze
tento vypocet urobime pre kazdy riadok vstupu, tak celkova zlozitost je O(n - logk).

Opit odportiéam pogooglit si nieéo o logaritmoch, je to v informatike velmi pouzivany pojem a oplati sa
poznaf vzorce na ich tpravu a vediet, ¢o zhruba znamenaju.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

void solve () {
long long k;
cin >> k;
long long s = 26, m = 26;

// Zistenie dlzky slova
// Premenna s postupne obsahuje pocet slov dlzky 1, 2, 3, atd.,
// teda ziskava hodnoty 26, 26 + 2672, atd.
while (k > s) {
m x= 26;
s = s +m;

// 0d k odpocitame vsetky kratsie slova. Nase slovo ma dlzku d,

// takze kratsich slov bude 26 + 2672 + ... + 26°(d-1).
// Staci si uvedomit, ze premenna s obsahuje sumu
// 26 + 2672 + ... + 26°(d-1) + 26°d, kde d je dlzka nasho slova.

// Potrebujeme z nej teda este odpocitat posledny clen 26°d, ale
// to je prave hodnota v m.
k =%k - (s - m);

// Nove m obsahuje pocet slov dlzky 26°(d - 1)
m=m/ 26;

while (m > 0) {
long long poz = (k - 1) / m;
cout << (char) (poz + 'A’);

k
m

k - poz * m;
m / 26;

}

cout << endl;

int main() {
int n;
cin >> n;
for (int i = 0; 1 < n; ++1)
solve () ;
return 0;
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