PRASK
1. roénik, 2016,/17

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 1. kola zimnej casti

vzorék napisal Zaba
1. Prehra na sachovnici (max. 15 b za rieSenie)

V tlohe ste mali riesif pomerne jednoduchii hru na Sachovnici. Postupy, ktoré si ukdZeme v tomto vzorovom
rieSeni st vSak aplikovatelné aj na ovela zlozitejsie hry. Pustime sa teda do toho.

Poduiloha a)

Na prvom obrazku méme kotia na policku (5,5) (pri oznacovani pozicie budeme najskor pisat ¢islo riadku a
potom ¢islo stipca). Nasou tlohou je zistif, ktory hra¢ vyhra ak budt obaja hraf optimalnym spésobom. Kika
tahd ako prva.

Prva otazka je, ¢o vlastne znamena, ze hrac¢i hraju optimélne. V podstate si to vieme predstavit tak, ze ak
existuje sposob, akym vie jeden z nich vyhrat za kazdjch okolnosti a bez ohladu na to, ¢o spravi jeho stper, tak
sa bude podla toho riadit a skuto¢ne vyhrd. Musi vSak vzdy existovat takdto vyhrévajtaca postupnost tahov?
Ako uvidime neskoér, musi.

Zatial vsak nevieme spravit ni¢ iné, ako vyskusat vSetky moznosti. Kam teda moze Kika pohnuat koma v
prvom tahu? Iba na pozicie (3,6), (3,4), (4,3) a (6,3). VSimnime si, Ze tieto pozicie st si navzdjom symetrické.
Ak teda bude existovat vyhravajica postupnost tahov zacdinajica tahom na (3,6), bude existovat aj uplne
rovnaka postupnost tahov pre zaéiatok (6, 3), akurat vzdy vymenime riadok a stipec poli¢ok, na ktoré sa mame
posunut. Pokra¢ujme teda iba s polickami (3,6) a (3,4).

Predstavme si, Ze Kika posunula kotia na policko (3,4). Na tahu je teraz Andrej a moZnosti, kam sa vie
pohntt st (1,5), (1,3), (2,2) a (4,2). No ale policko (2, 2) je jedno zo Styroch finalnych policok. Hned ako Andrej
posunie kotia na toto policko vyhral, pretoze Kika uz nebude moct spravit dalsi tah. Ak chce Kika vyhrat, tak
sa preto nemdze posunit na policko (3,4), lebo Andrej (ktory hra optimélne a nemyli sa) by vedel vyhrat.

Ostava teda moznost, v ktorej sa Kika posunie na poli¢ko (3,6). V tomto pripade ma Andrej nasledovné
moznosti, kam moze kotia posunit: (1,7), (1,5), (2,4) a (4,4). Ani z jedného z tychto policok nevie Andrej
vyhrat okamzite, tak ako v predchddzajicom pripade. Mali by sme teda opit skisif vSetky moznosti. VSimnime
si v8ak, ze policko (2,4) je prili§ blizko ciela a Kika by zneho vedela hned vyhrat pohybom na (1,2). Tam teda
Andrej tahat nebude. Nadejne v8ak vyzera policko (1,5). Z neho mé totiz Kika iba jednu moznost ako sa pohnit
a to na policko (2,3). A ak sa Kika pohne na policko (2, 3), tak Andrej sa pohne na (1,1) a vyhra.

Ked sa teda Kika posunie na (3,6), tak Andrej spravi krok na poli¢ko (1,5) ¢im si zarudi, Ze Kika potiahne
na (2,3) a on v dalsom kole vyhra tahom na (1,1). Vidime teda, Ze bez ohladu na to, ¢o spravi Kika, Andrej
to vie zahrat tak aby vyhral. Pre Andreja teda existuje vyhravaju stratégia, ktora je zndzornend aj na obrazku
niz§ie. Cervenou st znazornené vietky fahy, ktoré méze robit Kika a modrou tahy, ktoré bude robit Andrej s
cielom vyhrat.

V tejto podilohe bol vSak aj druhy obrézok, v ktorom bol kor na zaciatku na policku (6, 7). Musime opét
sktsat vSetky moznosti? Nie, ak budeme Sikovny a v8imneme si, ze jeden z moznych tahov, ktoré vie Kika spravit
je posunit kotia na policko (5,5). Co je presne predchadzajici pripad. A o tom sme si ukazali, Ze hra¢, ktory
za¢ina s kofiom na pozicii (5,5) zaruéene prehra. Ked v8ak Kika spravi prvy fah na policko (5,5), v podstate
vytvori novit hru, kde koén za¢ina na policku (5,5) a zaéinajacim hrac¢om je Andrej. Tym paddom bude Kika
vediet robit to isté ¢o Andrej pred chvilou a tym paddom vyhraf. V druhej hre preto zvitazi Kika.

Podiloha b)

V podilohe b) je nasou tilohou vyplnit celd tabulku 8 x 8 ¢islami 0 a 1, pricom 0 znamend, Ze ak bude ko
na zaciatku na tejto pozicii, Kika prehra a 1 znamena, Ze z tejto pozicie Kika vyhra. Napriklad sme uz zistili, Ze
okrem Styroch rohovych policok, bude 0 aj na policku (5,5). Na policku (6,7) vSak bude 1, lebo z tejto pozicie
Kika vyhra.

strana 1 z 17 http://prask.ksp.sk/



Toto oznacenie vSak nie je Gplne najstastnejsie, lebo na definovanie pouziva Kiku. Ak by teda napriklad
Kika nezacinala, museli by sme vSetky ¢isla prepisat. Namiesto toho budeme pouzivat nasledovné dva pojmy:

e prehravajica pozicia (oznadené 0) — ak je kot na tejto pozicii, hra¢, ktory je na tahu prehréd
e vyhrévajica pozicia (oznacend 1) — ak je kon na tejto pozicii, hra¢, ktory je na fahu vyhrd

Vcelku jednoduché a stéle je to ta ista vec, ktort po nas chcelo zadanie. VSimnime si teraz, o to znamena, pre
nas druhy priklad. Kika zacinala na pozicii (6, 7), ktora ako uz vieme je vyhravajica. Nésledne kona presunula
na poziciu (5,5), ktord je prehravajica a naozaj, Andrej, ktory bol v tom momente na fahu vyhrat nevedel.
Tato pozicia bola pre neho ako hraca natahu naozaj prehrévajuca.

Pozrime sa teraz na nasledovny obrazok. Su na nom vyznacené policka, o ktorych zarucene vieme, Ze su
vyhravajice. Z kazdého z tychto policok sa totiz vieme posunit do jedného zo Styroch rohovych miest. Tieto
rohové pozicie st prehravajuce, lebo ak sa na nich ocitne kon, hrac¢, ktory je na fahu prehra. A teda hrac, ktory
vie koria premiestnif zo svojej pozicie na jedno z tychto polidok je vo vyhrévajtcej pozicii.

1 2 3 4 5

Z tychto pozorovani vieme vyvodit dve pravidla:

e Pozicia je vyhravajtica, ak aspon jeden fah, ktory z tejto pozicie vedie, ide do prehravajticej pozicie.
e Pozicia je prehravajica ak vsetky tahy z tejto pozicie vedi do vyhravajticej pozicie.

Spravnost tychto tvah je zjavna. Ak z naSej pozicie vedie tah do prehravajicej pozicie, moZeme tento fah
spravit, nas super sa ocitne v prehravajicej pozicii a teda vieme vyhrat. Naopak, ak sme v prehravajicej pozicii,
nech spravime céokolvek, stav, v ktorom sa ocitne nés siper po Iubovolnomi nasom tahu bude vyhréavajuci a
preto prehrame. Tieto dve definicie sa navyse dopliuju a preto pre kazdé policko plati prave jedna z nich —
kazdé policko je teda bud prehravajuce alebo vyhréavajice.
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Ako teda v mriezke r x s zitime, ktoré pozicie st prehravajice a ktoré vyhravajuce? Vzdy ked chceme
o nejakom policku (x,y) zistit, ¢ je vyhrdvajice alebo prehravajice, potrebujeme tto informéaciu poznat o
polickach (x+ 1,y —2), (t — 1,y —2), (xt —2,y+1) a (x — 2,y — 1). Pri¢om o Styroch rohovych polickach vieme,
ze su prehravajice. Naviac, aby sme tieto informdcie mali vzdy k dispozicii, budeme tieto hodnoty podcitat po
diagonéalach.

Pre kazdé policko sa teda pozrieme na vSetky Styri policka, na ktoré sa z neho vieme dostat. Ak je medzi
nimi asponi jedna 0, tak vieme, Ze toto policko je vyhravajice (oznacime 1) a ak si medzi nimi iba 1, tak toto
poli¢ko bude prehravajice. Tento postup bude samozrejme fungovat pre lubovolne velkii Sachovnicu.

Na nasSej webovej stranke je nizsie uvedeny obrazok pohybujtice sa GIF, ktoré vim ukaze, ako ste mohli
postupne vypocitat hfadané hodnoty.
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Podiloha c)

V tejto podulohe je na Sachovnici polozenych viacero koni. To, Ze je viac koni na jednom policku nam
neprekaZza a v jednom tahu moze hra¢ posunit Tubovolne vela koni podla predchddzajicich pravidiel. Musi vSak
posuntt asponi jednu figirku.

Ak chceme riesit podobn tlohu, asi je dobré si ju vyskiasat s dvoma, troma kotimi a sledovat, ako sa takato
hra spréva. To vSak v tomto vzorovom rieSeni robif nebudeme. Sktsime sa nad tym iba zamyslief. V§imnime si,
Ze hrédi hraju akoby viacero hier naraz, pricom v kazdom fahu mézu spravit tah v lubovolnom mnozZstve tychto
hier.

Casto nam tiez pomdze, ak sa zamyslime, ¢o je tiplne posledna pozicia, ktora v tejto hre nastane. Je jasné,
ze hra skonc¢i ak buda vSetky kone v Styroch rohovych polickach Sachovnice. Teda na polickach, kde boli v
predposlej hre napisané 0.

S tymto pozorovanim uz vieme vymysliet spravne riesenie. Toto rieSenie definuje vyhrévajtce a prehravajice
pozicie nasledovne:

e Pozicia je prehravajtca, ak vSetky kone stoja na polickach s éislom 0 (&isla vypoéitané v predchddzajicej
podtlohe.)

e Porzicia je vyhravajuca, ak aspoii jeden kon stoji na policku s éislom 1 (éisla vypocitané v predchadzajicej
podulohe.)

Ostéava uz len dokazat, Ze takéto riesenie je spravne, teda overit, Ze z kazdej vyhravajtcej pozicie vedie tah
do prehravajtcej pozicie a z kazdej prehravajacej veda vSetky fahy do vyhravajicej pozicie (preéitajte si tuto
vetu eSte raz a poriadne sa zamyslite ¢o hovort).

Ak sme vo vyhravajtcej pozicii, niektoré kone (aspoil jeden) stoja na polickach s ¢islom 1. Toto st hry, v
ktorych vyhravame (sme v ich vyhrévacej pozicii). Ak sa teda kazdym z tychto koni posunieme na policko s 0
(podla podilohy b) takéto policko existuje), stiper ostane v situécii, ked buda v8etky kone na policku s 0 a teda
bude v prehravajacej pozicii.

Naopak, ak sme v prehrévajicej pozicii a pohneme Iubovolnym kotiom, posunieme ho na policko s ¢islom 1.
A kedZe aspori jedného kona pohnif musime, zanechdme naseho stipera vo vyhravajtcej pozicii bez ohladu na
to, ¢o spravime.

Ak chce teda Kika vyhrat, musi spravit nasledovné. Pre kazdé polic¢ko Sachovnice si spodita, ¢i je dand pozicia
0 alebo 1, presne tak ako v podulohe b). Nésledne pohne kazdého koria, ktory stoji na pozicii s ¢islom 1 na
poziciu s ¢islom 0. Tym zanecha Andreja v pozicii so samymi 0 a Andrej prehra. Ak vSak na zaciatku vsetky
kone stoja na pozicii s 0, tak Kika vie, Zze prehré bez ohladu na to ¢o spravi.

Postupy, ktoré ste videli v tomto vzorovom rieseni sa daju aplikovat vSeobecne. Definicia prehrévajucich a
vyhravajucich pozicii bude zakazdym rovnaké, aj ked ich pocitanie moze byt rozne. S ich pomocou by sme teda
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mali byt schopni vyhrat Tubovolni hru dvoch hra¢ov, ktortt neovplyviiuje ndhoda (Monopoly alebo Clovece asi
vitaznd stratégiu nemd) a takisto ziadna informécia nie je skrytd (napr. kartové hry, v ktorych nds tah zévisi
od toho, aké karty mé na ruke na§ protihrac). Napriklad pre hru Sach existuje vitaznd (v skutoénosti skor
neprehravajtca, teda vedica k remize) stratégia. Jediny problém je, Ze Sach m4 natolko réznych moZnych tahov
a stavov, Ze sa ndm pre 1u nedari zistit, ktoré pozicie st vyhravajice a ktoré prehréavacjice. S dostatocne silnym
pocitadom (ktory zatial eSte neexistuje) by sme to vSak mali vediet zistit.

vzorak napisal Sysel
2. Pestovanie termosenzitivheho ovocia v Absurdistane (max. 15 b za riesenie)

Po tom, ¢o si od vas geneticki inZinieri z Absurdistanu dva krat vypytali pomoc, zistili, Ze skupinka infor-
matikov riesila podobné problémy uZ pred vami. Klacové slovo, ktoré treba guglit je L-Systém. Na wikipédii'
néjdete okrem iného aj kopu peknych obrazkov, takze by ste sa tam urcite mali aspon pozrief. Ak by ste sa
vSak pokusili najst nie¢o o Ananésovej, Citrénovej alebo Fibonacciho sade pravidiel, vela by ste toho nenasli.
Preto si o nich nieco povieme tu.

Ananasova sada

AL ABBB A% AB
BLB BB

Uz v zadani sa objavila ndpoveda, Ze kazdé bobulové semeno vyprodukuje jedno nové do dalsieho roku a
teda sa zachova bez ohladu na teplotu. Anands taktieZ zachové sdm seba a eSte popri tom vyprodukuje nejaké
nové bobule. V teplom roku tri, v studenom iba jednu. Zacinajic s jednym anandsom teda vieme kazdy rok
vyprodukovat o jeden alebo o tri plody viac ako v tom predoslom. Asi vas teda neprekvapi, Ze po dostatoc¢ne
dlhej dobe vieme dosiahnut Tubovolny pocet plodov.

Pozadovanych 42 plodov dosiahneme napriklad po 41 studenych rokoch. Preco sa pondhlat? V duchu tohto
hesla moézeme pokracovat aj pri najneskorsom dosiahnuti 4247 plodov. Bude na to treba len 4246 studenych
rokov. Winter is coming! Ak by sme, naopak, chceli 4247 plodov ¢o najskor, potrebovali by sme 4246 +~ 3 =
1415 + % teplych rokov. Kedze vysledok nie je celé ¢islo, budeme ich musiet doplnit jednym studenym rokom.

Spravne odpovede teda si:

a) 42 plodov dosiahneme napriklad postupnostou 41 studenych rokov
b) 4247 plodov dosiahneme najskor po 1416 rokoch a najneskor po 4246 rokoch.

Citrénova sada

cLcE CcSDE
DL CE DD
ELEE ESE

Clovek by si povedal, Ze egrese st len obyc¢ajné bobule. A poéas studenych rokov je to aj pravda — len
zachovavaju svoj rod. AvSak pocas teplych rokov sa zakerne zdvojnasobia. Také nieco by sa citrénu s dytiou
nemohlo stat. Z tychto dvoch plodin kazdy rok totiz existuje iba jedna a to prave jeden kus. V teplom roku
vyrastie na ich rastlinach novy citrén (presne jeden) a v studenom zase nové dyna (znova presne jedna). Mozeme
teda povedat, Ze v zavislosti od teploty predoslého roka, méame zasadeny jeden citrén alebo jednu dytiu a niekolko
egresov.

Pozrime sa teraz na situéciu z iného uhla. V teplom roku kazdé rastlina vyprodukuje dve semené a teda
celkovy pocet semien bude na konci roka dvojnasobny. V studenom roku vieme vypestovat iba o jeden egres
viac a aj to len v pripade, Ze mame citrén (a teda predosli rok bol teply). V kazdom dalsom studenom roku uz
nenastane ziadna zmena v zloZeni semien.

Pocet semien teda mozeme bud zdvojndsobit alebo zvicsit o jedna. Po kazdom zvidseni vSak musime znova
zdvojnasobovat — mozno nie hned rok na to, ale ak pride opif studeny rok, ni¢ sa nezmeni. Mozny vyvoj situcie
vieme odsledovat na nasledujicom diagrame. Sipky nadol predstavuji teplé roky, sipky doprava predstavuji

Ihttps://cs.wikipedia.org/wiki/L-syst%C3%A9m
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studené roky. Aby sa ndm vSetky egrese zmestili na obrazovku (a vy ste ich nemuseli poéitat) budeme jeden
citrén a n egresov pisat ako CE".

o}
|
ct > DEE
¢_l ¢_l
CEEE ———— > DE* CES —————— > DE’
CE’ —> DE® CE® —> DE Ce'" —> DE"™ CE'® —> DE™

Moézeme si vsimnut, Ze po najviac troch teplych a troch studenych rokoch, vieme dosiahnut Tubovolny podet
plodov od jedného az po 15. To ndm napovedd, Ze by sme mohli vedief dosiahnutf Iubovolny podet plodov.
Sktisme sa na situdciu pozriet od konca:

1) Ak sa v nejakom roku urodil neparny pocet plodov, musel tento rok byt studeny. V teplych rokoch sa
totiz pocet plodov zdvojnasobi a teda je nutne parny.

.....

. , . N
aj musel, sktste sa zamysliet, preco.

Tieto dve pozorovania nam stacia na to, aby sme vymysleli univerzalny postup na dosiahnutie Iubovolne
velkej trody. Ak chceme dosiahnut neparnu trodu, prehldsime posledny rok za studeny a od trody odpoditame
jeden plod. Ak chceme dosiahnut parnu trodu, prehldsime posledny rok za teply a trodu predelime dvoma. Na
zvy$nu urodu aplikujeme ten isty postup a opakujeme ho aZz kym nadm nezostane troda velkosti jedna, ¢o je
pociato¢ny citrén. V kazdej situdcii teda vieme, ¢o mame robit. NavysSe, nestane sa nam, %e by sme potrebovali
dva studené roky po sebe, pretoze studeny rok pouZijeme iba na vytvorenie neparne velkej trody a teda rok
predtym bola parne velkd, ¢ize rok bol teply.

Pozrime sa na vyvoj pri niekolkych trodéch:

4247 & 4246 < 2123 & 2122 & 1061 < 1060 << 530 << 265

265 <> 264 <~ 132 L 6633232 L 16E 8425

wilnLlnidindsEaLal
Vyriesili sme teda vsetky problémy:

¢) Hladana postupnost je TTSTTST
d) Hladand postupnost je TTTTTSTTTSTTSTSTS
e) Vieme zostrojit lubovolne velk trodu. Postup sme popisali vyssie.

Fibonacciho sada

Pozrime sa najskor ¢o sa deje pri dlhjch postupnostiach teplych rokov.

Po roku 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pocet F 1 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34
Pocet G 0o 11 2 3 5 8 13 21 34 55
Pocet Spolu 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 &9
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Moézeme si v8imnut, %e polty pismen F, pocéty pismen G ako aj pocéty pismen spolu tvoria fibonacciho
postupnost. (Vedeli by ste odovodnit preco?) Pokial vSak pride jeden alebo viac studenych rokov, vSetky F
nam vyhynt a pocet G sa nezmeni. V nasledujicom teplom obdobi si potom kazdé G zacne nezavisle rozvijat
svoju fibonacciho postupnost. Kazda z tychto postupnosti sa rozvinie do rovankého bodu pred dalsim studenym
blokom, kde sa z nich znova stant nezavislé zaciatky postupnosti. Takto sa vieme vystriedat lubovolne vela krat
a vysledok teda bude suéin niekolkych ¢lenov fibonacciho postupnosti.

Napriklad 42 je stéin 2 a 21. Vieme teda pocas troch teplych rokov zgenerovat GFG, ktoré jednym studenym
rokom zredukujeme na GG a nasledne pockame este 6 teplych rokov, kym kazdé z oboch G vyprodukuje 21
plodov.

Urody velkosti 1, 2, 3,4 =2-2,5a 6 = 2- 3 teda zostrojif vieme. Cislo 7 vSak nie je ¢lenom fibonacciho
postupnosti a kedze je to prvoéislo, nevieme ho zapisat ako saé¢in inych prirodzenych ésel. Urodu velkosti 7
teda nevieme dosiahnut.

Tym sme zodpovedali aj posledné dve otazky:

f) Hladana postupnost je TTTSTTTTTT
¢) Nevieme dosiahnut napriklad 7 plodov.

vzorak napisal Prefix
3. Pofidernejsie kasino (max. 15 b za riesenie)

Tato tloha bola zamerand na pravdepodobnost — v kazdej podulohe chceme tipovat tak, aby sme mali ¢o
najvicsiu Sancu na vyhru, a v niektorych bolo navysSe treba v popise ukazat, preco to tak je.

Podiloha a)

V tejto podilohe bolo délezité v8imnit si, Ze nie vSetky ¢isla padaju rovnako éasto. Predo?

Predstavme si, Zze hadZzeme Styrmi Seststennymi kockami. Na to, aby padol sticet 4 =1+ 1+ 1+ 1, musi na
kazdej kocke padnut jednotka. St vSak Styri moZnosti, ako moze padnat stcet 5 =1+1+1+2=1+1+2+1=
1+424+141=2+41+1+1, kazda z tychto moznosti je rovnako pravdepodobné, ako ze padne stucet 4. Pre
stucet 6 mame dokonca desat moznosti.

Vo vSeobecnosti, mé kazda kocka n moznosti, ktoré mézu padnif a teda logicky $tyri kocky maja n-n-n-n =
n* moznosti ¢o moézu padnit. Kazda z tychto n* moznosti je rovnako pravdepodobné a vieme si tiez pre kazdy
sucet S spocitat, kolkymi moznostami vieme tento stéet dosiahnut.

Aby sme to nemuseli poc¢itat ru¢ne, napiSeme si program, ktory to spoc¢ita za nés.

Listing programu (Python)

pocet_stien = int (input())
kolko_padne = [0 for i in range (pocet_stien*4+1)]
for a in range(1l,pocet_stien+l):
for b in range(1l,pocet_stien+l):
for c in range(l,pocet_stien+l):
for d in range (1,pocet_stien+l):
kolko_padnel[atb+c+d] += 1
for i in range (4, pocet_stien*4+1):
print (i, kolko_padne([i])

Napriklad pre n = 6, mame dokopy 64 = 1296 moznosti, ako mézu jendotlivé kocky padnit. Takto vyzera
tabulka, ked tieto moZnosti zoskupime podla suétu padnutych hodnot. Na prvom riadku tabulky je stcel S, a
na druhom riadku podet moznosti, kolkymi dany stcet mohol padnit.

S 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
P 1 4 10 20 35 56 80 104 125 140 146 140 125 104 80 56 35 20 10 4 1

Z tohoto vidime, 7e 14 vdzne pada najcastejSie, a vieme aj vypocitat pravdepodobnost, Ze padne. Padne
146-krat z 1296 pripadov, a teda pravdepodobnost je %, a to je priblizne 0.11, teda 11%.

Ostatné pripady vieme vyriesit podobne. KedZe n je maximéalne 10, vieme si rychlo overit, Zze pre kazdé n je
najvécsia pravdepodobnost prave v strede, teda najéastejSie pada hodnota 2(n + 1).

Pokial sme boli lenivi pisat styri forcykly, mohli sme jednoducho spravit program, ktory miliénkrat hodi
Styrmi kockami, ¢im by sme tieZ zistili, ze 2(n + 1) pada najcastejSie. Nepomohlo by nam to vSak v teoretickej
dasti, lebo by sme nevedeli presne vyjadrit pravdepodobnost tohto sucétu.

Listing programu (Python)
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from random import randint
pocet_stien = int (input())
kolko_padne = [0 for i in range (pocet_stienx*4+1)]
for i in range (1000000) :
kolko_padne[sum([randint (1, pocet_stien) for _ in range(4)])] +=1
for i in range (4, pocet_stien*x4+1):
print (i, kolko_padne[i])

Podiloha b)

Toto je zovSeobecnenie celkom znameho problému Monty Hall. Ukazuje sa, Ze sa nam vzdy oplati v druhom
kole zmenit dvere. Preco je to tak, vieme jednoducho uréit tym, Ze si pre kazdé dvere spo¢itame pravdepodobnost,
7e je za nimi vyhra.

Predpokladajme, zZe mame n dveri. Takze ked si ndhodne vyberieme dvere, pravdepodobnost, Ze sme vybrali
tie spravne je % Potom nadm otvori vedici hry k dveri, ¢im nijako neovplyvni, ¢i bola vyhra za prvymi vybratymi
dverami. Sanca, Ze sme ich vybrali spravne je stale len %

Zaroven vsSak o k dverdch vieme, Ze za nimi nie je vyhra, inak povedané pravdepodobnost, Ze za nimi je
vyhra, je 0. Vieme, Ze za nejakymi dverami vyhra musi byt, pretoze stdet pravdepodobnosti pre vSetkych n
dveri dohromady je 1.

Ostalo ndm n — k — 1 dveri (vSetky minus otvorené minus na$ prvy typ), pre ktoré sticet pravdepodobnosti
musi byt 1 — k-0 — % (vSetky minus otvorené minus nas prvy tip). Kazdé z tychto n — k — 1 dveri su pre
néas nerozlisitelné, teda maji z ndsho pohladu rovnakt pravdepodobnost na vyhru. Tato pravdepodobnost je
celkové pravdepodobnost predelend poctom dveri, ¢ize

1-1
Pn — n
o —k—1

n—1
Foe = nn—k—1)
To je viac ako 1 (Tahko porovname vzorky, ak ich prenésobime spoloénym menovatelom n(n — k — 1)). Tak
sme dokdzali, Ze vZdy je lepSie v druhom kole svoje rozhodnutie zmenit a teda vybraf iné dvere ako
sme vybrali v prvom.
Moznosti ako rieSenie implementovat bolo viacero. Najjednoduchsie je vybraf si vzidy najprv dvere s ¢islom
1 a potom postupne prechadzat dvere s vyssimi ¢islami, az kym nenajdeme také, ktoré neboli otvorené (pozri
implementaciu v C++ na konci vzorového riesenia). Dalo sa v8ak aj postupovat tak, Ze si vytvorime mnoZinu
dveri bez prvych, naraz odstranime z tejto mnoziny ¢isla, ktoré sme videli na vstupe a vypiSeme ndhodny prvok
zostavajlicej mnoziny (pozri implementaciu v Pythone na konci vzorového rieSenia).
Pre n =5, k = 2 je pravdepodobnost, Ze nas program uhadne spravne dvere

5-1 _ 4 _
5(5—2—1) ~ 10 0.4.

Podiloha c)

Tuato podilohu vyriesime velmi podobne ako podilohu a), ale namiesto toho, aby sme nasli spravnu odpoved
dopredu, bude ju hladat sdm program po tom ako dostane vstupné data (pocet minci, hodnoty minci a zvysky).

Taktiez nechceme spocitat jeden najcastejsi druhy zvySok, ale chceme ho ndjst osobitne pre kazdy mozny
prvy zvySok. V podstate chceme spoéitat dvojrozmernt tabulku (dvojrozmerné pole) P[] [1, rozmerov my X ma,
pri¢om na policku P[i] [j] bude pocet moznosti, ako hodmi n minci dosiahneme zvysok ¢ po deleni m; a j po
deleni ms.

Ak nas potom bude zaujimat, aky je najcastejsi druhy zvySok pre prvy zvySok i, sta¢i najst najvicsiu
hodnotu v ¢ tom riadku tabulky.

Ako ¢o najjednoduchsie vyskusat vSetky moznosti? Jedna moznost je pouzit rekurziu, ako je to v C++
rieSeni na konci. Aké sit moznosti hodu 0 mincami? No ak ni¢im nehodime, dostaneme stucet nula, takze mame
jednu muznost. Aké stt moznosti pri hode n mincami, pre n > 0?7 No bud padne c;, alebo ¢z a pre obe moznosti
potrebujeme vyskusat, ako sa d4 hodit n — 1 mincami.

Druhd moznost, ako sa da vidief v Pythonovom rieSeni, je postupne prejst vSetky ¢isla od 0 po 2™ — 1. Ak
si tieto ¢isla zapiSeme v binarnej sistave, dostaneme vSetky moznosti, ako moze vyzerat poslednych n bitov.
Potom nam uz len sta¢i namapovat si — ak i-ty bit od konca je 0, padla na i-tej minci prvé strana, inak padla
druhé strana. Vo forcykli prejdeme vSetky tieto ¢isla, kazdé si prevedieme na postupnost hodov, spoéitame jej
sacet a jeho zvysky po deleni m; a mso, a na poziciu v poli pripoc¢itame 1.

Vytvéaranie pola P je relativne pomalé — ¢ uz ide o rekurziu, alebo musime prejst vsetky ¢isla od 0 po 2™ —1
a pre kazdé prejst n bitov tohoto ¢isla. Z tohoto dévodu ho spocitame len raz, a potom dokola vyuzivame.

Bonus: Pre n =7, ¢y = 1, co = 2, m1 = 3, my = 4 dostaneme takito tabulku P.
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Z tabulky vieme vydéitat, ze v 42 zo 128 pripadoch je prvy zvySok 0. Vtedy mame % = 0.5 Sancu, ze
uhadneme. V pokial je prvy zvySok 1 alebo 2 (oba tieto pripady nastavaju s pravdepodobnostou %) méme

< 35 hadnuf < se wha (@2l 42 | 35 43 | 35 43 _ 21435435 _ 91 o il
Sancu %2 uhddnut. Celkovd Sanca, Ze uhaddneme je 5 - 155 T 53 " T5s T 13 " 158 = — 95~ — 195 CO je priblizne

0.71, teda az 71%. A to je vyrazne vicsia Sanca, ako keby sme tipovali zvySok ndhodne.

Listing programu (Python)

from random import randint, choice

def tipniA(pocet_stien):
print (2«pocet_stien+2, flush=True)

def tipniB(pocet_dveri, kolko_otvorim):

print (1)
prazdne_dvere = [int (x) for x in input () .split ()]
ostatne = list (set (list (range (2, pocet_dveri+l))) - set (prazdne_dvere)

print (choice (ostatne), flush=True)

pripraveneP = None
def pripravP (n, hodnotal, hodnota2, modulol, modulo2):
global pripraveneP
if pripraveneP: return pripraveneP
pripraveneP = [[0 for i in range(modulo2)] for Jj in range (modulol)
for mask in range (2xx*n) :
hodnota = 0
for i in range(n):
if (1<<i) & mask: hodnota += hodnotal
else: hodnota += hodnota2
pripraveneP [hodnota % modulol] [hodnota % modulo2] += 1
return pripraveneP

def tipniC(n, hodnotal, hodnota2, modulol, modulo2):
pocty = pripravP(n, hodnotal, hodnota2, modulol, modulo2)
moznosti = pocty[int (input ())]
print (moznosti.index (max (moznosti)), flush=True)

hra = input ()
parametre_hry = [int (x) for x in input () .split ()]
pocet_tipov = int (input ())
tipovacia_funkcia = {’A’:tipniA, ’B’:tipniB, ’C’:tipniC} [hra]
for t in range (pocet_tipov):
tipovacia_funkcia (xparametre_hry)

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

void hraja() {
int n, testov, najlepsia = 0;
cin >> n >> testov;
// Zistim si ako casto pada ktora moznost
vector<int> pocetMoznosti (4*xn+5, 0);
for (int a=1; a<=n; ++a)
for (int b=1; b<=n; ++b)
for (int c=1; c<=n; ++c)
for (int d=1; d<=n; ++d)
pocetMoznosti [atb+c+d] ++;
// Vyberiem najlepsiu
for (int i=0; i<pocetMoznosti.size(); ++1i)
if (pocetMoznosti[i] > pocetMoznosti[najlepsial)
najlepsia = i;
for (int i=0; i<testov; ++1)
cout << najlepsia << endl;

}

void hrajB() {
int n, k, testov, dvere;
cin >> n >> k >> testov;
for (int i=0; i<testov; ++i) {
cout << 1 << endl;
vector<bool> suOtvorene (n+l, false);
// Zistim, ktore dvere su otvorene
for (int 3=0; j<k; ++3) {
cin >> dvere;
suOtvorene [dvere] = true;
}
// Najdem prve zavrete dvere s cislom aspon 2
dvere = 2;
while (suOtvorene [dvere]) dvere++;
cout << dvere << endl;
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}

typedef vector<int> vi;

typedef vector<vi> vii;

vii P;

int n, cl, c2, modl, mod2, testov;

void vyskusajHody (int n, int doterajsiSucet) {
if (n == 0) {
P[doterajsiSucet % modl] [doterajsiSucet % mod2]++;
return;
}
vyskusajHody (n-1, doterajsiSucet + cl);
vyskusajHody (n-1, doterajsiSucet + c2);

}

void hrajC() {
cin >> n >> cl >> c2 >> modl >> mod2 >> testov;
P = vii(modl, vi(mod2, 0));
// Spocitam si spravne odpovede
vyskusajHody (n, 0);
for (int i=0; i<testov; ++1)
int zvysokl, najlepsi =
cin >> zvysokl;
// Najdem najlepsi zvysok2
for(int j = 0; j<mod2; ++3j) {
if (P[zvysokl][]J] > Plzvysokl][najlepsi]
najlepsi = j;

{
0;

}

cout << najlepsi << endl;

int main() {
char poduloha;
cin >> poduloha;
switch (poduloha) {

case 'A’: hrajA(); break;
case 'B’: hrajB(); break;
case 'C’: hrajC(); break;
}
}
. vzorak napisal Paulinka
4. Party Ziab (max. 15 b za rieSenie)

RieSenie bez zaby Michala

Pozrime sa najprv na lahsiu tlohu, v ktorej sa zaba Michal nenachédzal. Nagou tlohou je teda iba zhromazdit
vSetky Zaby na jednom lekne.

Na zadiatok sa pokiisme vyriesit tlohu s malym poc¢tom Ziab. Napriklad, ak mame iba jednu zabu, tiloha je
lahkd, pretoze vSetky (jedna) zaby st spolu na jednom lekne. Pridajme teda aj druht Zabu. Problém je stéle
jednoduchy, staci ak zaba z prvého lekna sko¢i na druhé lekno a moze zacat party. Do takejto situécie pridajme
na zacdiatok tretie lekno. Situacia bude teda vyzeraf nasledovne.

Vsimnime si, Ze kedZe na pravom lekne sedia dve Zaby, vedia sko¢it na vzdialenost 2. Cim sko¢ia presne na
prvé lekno, kde ich ¢aké tretia zaba. Tieto tri Zaby teraz vedia skakaf skokom dizky 3 a ked na pravej strane
priddme $tvrta zabu, t4 bude od nich vzdialend presne o 3 leknd. Potom vieme nalavo pridat piatu Zabu, ktord

je vzdialend o 4 lekna a takto nastriedacku pokradovat ako dlho budeme chcief.
=~ = S ' ——

Postup skékania je teda pomerne jednoduchy. Za¢neme so zabou, ktorad sedi na strednom lekne. T4 sko¢i na
susedné lekno, nésledne obe Zaby skodia opa¢nym smerom na lekno vo vzdialenosti 2, kde sa stretni s tretou
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zabou, opéf zmenia smer a sko¢ia na lekno, vzdialené 3. Po kazdom skoku teda zmenia smer, ktorym skacu a
velkost ich skoku sa zvicési o 1.

Pozor si musime daf iba v pripade, ked je Ziab parne vela. V takom pripade si totiz dve stredné zaby.
Mozeme si vybrat Tubovolnii z nich, potom si vSak musime daf pozor, aby prvy skok isiel do spravneho smeru
— tam kde je viac ziab.

Takéto riesSenie vieme implementovat pomerne jednoducho. Budeme si pamétat, na ktorom lekne stoji nasa
kopka ziab (na zaciatku je to lekno #1), kolko ich na tomto lekne je (na zaciatku 1), a teda aky velky skok
vedia robit a smer, ktorym maja skakat. Smer skoku v podstate urcuje, ¢éi chceme pri poéitani lekna, na ktoré
skoéia dlzku ich skoku pri¢itavat alebo odé¢itavat. Na to mézeme pouzit bud hodnoty true a false alebo aj 1

a—1.

RieSenie so zabom Michalom

Pribudla ndm zaba Michal, ktory nechce, aby po niom zvysné zaby skékali. Skiisme sa zamysliet nad tym, ako
nam moze pomoct rieSenie Tahsej podulohy. Existuje v povodnom riesSeni Zzaba, na ktort nikto nikdy neskoci?
Ano, 7zaba ktorou sme zaéinali, teda sa nachadzala v strede, bude neustale navrchu. Ak by teda zaba Michal
bol v strede, ilohu by sme vedeli riesit tym istym sposobom.

Ako vsak vyriesit pripady, ked Michal nebude v strede? Predstavme si, ze Michal sedi na tiplne prvom lekne.
Vynechajme na zatial toto lekno a pozrime sa na zvy$nych n — 1. Medzi nimi sa Michal nenachddza, takze
ak chceme, aby sa tieto zaby stretli, moZzeme pouzif rieSenie lahSej podulohy. Naviac si vSimnime, Ze pouZitim
tohto postupu skoncia Zaby na jednom z krajnych leknien, pretoZze skacu od stredu do krajov. A naviac, vieme
ovplyvnit aj to, na ktorom kraji skoné¢ia. Sta¢i ak spravne zvolime smer prvého skoku — pre neparne n, ak chceme
skonéit na Tavom kraji, musime najskor skdkat doprava, v opa¢nom pripade musime najskor skocit dolava.

Z tohto pozorovania ndm ale vyplyva, Ze zvy$nych n — 1 ziab vieme zhromaZzdit na lavom krajnom lekne, na
lekne, ktoré je druhé v poradi, lebo na prvom sedi Michal. A ked st uz na druhom lekne vsetky zvysné zaby,
Michal na nich jednoducho vyskoci.

A ¢o sa stane ak bude Michal na druhom lekne? Potom jedna mozna postupnost skokov je najskor dostat
n — 2 ziab, ktoré st napravo na tretie lekno v poradi. Toto vieme spravit bez problémov, lebo medzi nimi Michal
nie je. Nasledne Michal skoc¢i na prvé lekno a spolu so zabou, ktora sa na nom nachadza skocia na lekno tri,
ktoré je vzdialené 2.

Nuz a teraz si rieSenie zovSeobecnime. Zoberme zabu Michala a za¢nime s nim skdkaf nastriedacku do oboch
stran tak ako v prvom rieSeni. V nejakom momente budeme musiet zastat, pretoze Michal (so vSetkymi zabami
pod nim) nebude moct skocit dalej, lebo by sko¢il mimo lekien. To ale znamend, Ze smerom, ktorym chce skocit
uz na leknéch nie st ziadne dalSie zaby. VSetky pozbieral predchddzajtcimi skokmi. A naviac, v opanom smere
sa na kazdom lekne nachadza jedna Zaba, pretoze to st leknd, na ktoré Michal este nestihol skodit.

N L NN -
C58 (2252 Cs5 % ¢C% 2

Tu zaéinal Michal

My vSak cheme vSetky Zaby na jednom lekne. Na tento tsek lekien, na ktorych sedia zaby (vratane lekna
s Michalom a zabami pod nim) vieme pouzit predchadzajici algoritmus, pricom budeme chciet, aby sa zaby
stretli na lekne, na ktorom stoji Michal. Tu vSak nastane problém, pretoze potom predsa nejaké zaby skocia na
Michala.

Uvedomme si vSak, ze ndm na poradi, v ktorom tieto skoky budeme robit nezalezi. MoZzeme teda najskor
nechat skékat zaby, ktoré Michal pocas svojich skokov nestretne a az potom zacat skdkat s Michalom. Takto sa
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v8etci stretni na spolo¢nom lekne a Michal bude navrchu.

Ostéva ndm takéto riesenie naprogramovat. Jeden mozny sposob je skdkat s Michalom a ukladat si skoky,
ktoré robi. Pomocou toho zistime, na ktorom lekne sa maju zaby stretntt, odsimulujeme skoky ostatnych Ziab,
pricom ich skoky naozaj vypisujeme a az potom vypiSeme skoky s Michalom.

Druhé moznost je dopredu vypocitat, na ktorom lekne sa Zzaby stretnti. To vieme robif aj jednoduchym
skiSanim kazdého lekna. Pre toto lekno totiZz bude musiet platif, Ze Michal sa na zadiatku nachidza v strede
medzi nim a jednym z krajov jazera. Nasledne vieme simulovat obe skékania.

V oboch pripadoch bude ¢asové zlozitost takéhoto rieSenia O(n) a paméit vie byt pri sprdvnej implementécii
dokonca konstatna.

Listing programu (Python)

#!/usr/bin/env python3
n, m = map(int, input().split())

m = max(m, -m) # ak m = -1 tak sa budeme tvarit, ze m = 1, lebo sa nam nechce pisat podmienku
m -= 1 # cislujeme od nuly
print (”ANO"”)

if n == 1:
# ak je len jedna zaba, uz je party
exit ()

prikazy = []
prikazyM = []

kde = m

smer = -1

dlzka =1

ifm<n-m- 1:
smer = 1

while kde + smer * dlzka < n and kde + smer * dlzka >= 0:
prikazyM.append(”{}.-{}”.format (kde + 1, kde + smer * dlzka + 1)
kde = kde + smer x dlzka
dlzka += 1
smer *= -1

if dlzka == n:
# michal uskakal vsetky
print("\n”.join(prikazyM))
exit ()

kdeparty = kde

dlzka =1
if m > kde:
if kde % 2 =
smer = 1
else:
smer = -1
kde = kde // 2
else:
if (n - kde) % 2 == 1:
smer = 1
else:
smer = -1
kde = (n - kde) // 2 + kde

while kde != kdeparty:
prikazy.append(”{}.{}”.format (kde + 1, kde + smer * dlzka + 1)
kde = kde + smer *x dlzka
dlzka += 1
smer %= -1

print ("\n”.join (prikazy))
print (“\n”.join (prikazyM))
exit ()

vzorak napisal Andrej
5. Poriadnejsia vyzva (max. 15 b za rieSenie)

Vzorové riesenie, ako aj viicsina vagich, st zalozené na postupnom dopliani jednotlivych poli¢ok. Samotné
sady sa lisia iba zlozitostou algoritmu, ktory na doplianie musime pouzit.

Prva vec, ktortt musime vyriesit je, ako budeme sudoku reprezentovat v pamiti. Z dostupnych moznosti,
je najlep$im rieSenim pouzit dvojrozmerné pole. Takéto pole vieme indexovat a pristupovat na jeho jednotlivé
policka dvomi ¢&islami (a,b), kde a je ¢islo riadku a b &islo stipca daného policka. Prvy riadok a stipec ma
poradové &islo 0 a teda hovorime, Ze indexujeme od nuly. Z technickych pric¢in budeme pouZzivat jeho inteligentnt
implementéciu a to vector.
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Sada 1, 2

Pustime sa teraz do prvych dvoch sdd. Ako sa ukdze, ich rieSenie je velmi podobné. Sudoku budeme v oboch
pripadoch prechadzaf zlava doprava a zhora dole. Ak narazime na prazdne poli¢ko, musime ho doplnit. V prvej
sade je toto policko jediné, ktoré v riadku chyba. Staci sa ndm teda pozrietf na to, ktoré ¢isla stt v danom riadku
doplnené a zaznacit si ich do pomocného pola. Po prejdeni celého riadku bude existovat iba jediné ¢islo medzi
1 a 9, ktoré sme nezaznacili ako n4djdené. Je zrejmé, Ze to bude prave to hladané &islo, ktoré chceme doplnit.
Tento postup zopakujeme pre kazdé prazdne policko a postupne vyplnime celé sudoku.

No a pri riesené druhej sady vieme robif to isté, akurat pri zaznacovani éisel budeme prechadzaf stipec a
nie riadok.

Predstavme si, Ze sa nachadzame na policku (a, b), ktoré esSte nie je doplnené, teda sa na iom nachadza 0.
Ktoré policka sa nachddzaja v rovnakom riadku? St to vSetky policka s rovnakou prvou suradnicou oznacujicou
riadok, teda s rovnakym a: (a,0), (a,1), (a,2) ... (a,8). V naSom programe potom prejdeme vSetkymi tymito
poli¢kami a do pomocné pola pouz[] si zaznacime, ktoré ¢isla st v riadku a doplnené. Z tohto pola potom lahko
vy¢itame, ktoré ¢islo v tomto riadku chyba.

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<vector>//using kvoli vectoru
using namespace std;

int main ()

{
vector<vector<int> > vstup (9, vector<int>(9));//vytvorime dvojrozmerny vektor
// v skutocnosti sa sprava velmi podobne ako pole a mohli by sme tuto deklarciu
// prepisat aj na : ”int vstup[9][9];"”

for (int i=0;1i<9;++1i) for (int j=0; j<9; ++7J)
{
cin >> vstupli]l[J];//nacitame vstup

}

for (int i=0;1i<9;++1) for (int j=0; j<9;++j)if (vstup[i]l [J] == 0)
{//narazili sme na prazdne policko na pozicii [i;7j]

bool pouz[1l0] = {false};//tu si pamatame, ktore cisla uz sme pouzili/videli
//resp. su doplnene
//na zaciatku je pole plne false

for (int k=0;k<9; ++k)pouz[vstup[i] [k]] = true;
//for (int k=0;k<9;++k)pouz[vstup[k][j]] = true;//pouzijeme v pripade stlpca

for (int k=0;k<10; ++k)if (pouz[k] == false) //ak je k nepouzite
{

vstup([i] [jl=k; //doplnime ho a skoncime

break;

}

//a uz len doplnene sudoku cele vypiseme

for (int i=0;1i<9;++1)

{
for (int j=0; j<9;++j)cout << vstup[i][]] << ".";
cout<<”\n”;

}

return 0;

Sada 3

Napriek tomu, ze problém je skoro rovnaky ako v prvych dvoch sadach, implementécia je o nieco zlozitejsia.
Postup, ktory mézeme zvolif je, ze budeme jednotlivé bloky vypliiaf postupne. Vidy vezmeme é&isla v jednom
bloku a zistime, ktoré ¢islo v danom bloku chyba. Potom ho doplnime namiesto 0. Ako to v8ak naimplementovat?

Predstavme si algoritmus, ktory zrejme dokaze viiéSina z vas bez problémov naprogramovat. Spociva v tom,
ze doplni chybajuce ¢islo v prvom bloku 3 x 3. Najskor prejdeme mensi stvorec 3 x 3 a zaznacime si, tak ako v
predchadzajucich prikladoch, uz doplnené ¢isla a tiez ktoré policko v bloku nie je doplnené. Zo zadania vieme,
ze bude iba jedno. Na konci raz prejdeme zoznamom ¢isel a zistime, ktoré z nich nebolo pouzité. Toto ¢islo
doplnime na stradnice, na ktorych lezi v danom bloku éislo 0. A kedZe sa pozerame iba na prvy blok 3 x 3,
vieme, Ze prvy aj druhy index kazdého policka v tomto bloku je mensi ako 3. Implementacia preto moze vyzerat
nasledovne:

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<vector>
using namespace std;
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int main ()
{

vector<vector<int> > vstup (9, vector<int>(9));//vytvorime dvojrozmerne pole

for (int i=0;1i<9;++1i) for (int j=0; j<9; ++7J)
{
cin >> vstupli]l[j];//nacitame vstup

}

int a, b;//tu si pamatame indexy nedoplneneho policka
vector<bool>pouz (10, false);//tu ake cisla sme videli v nasom bloku

for (int k=0;k<3;++k) for (int 1=0;1<3;++1)//riesime len prvy maly stvorcek 3x3
{
if (vstuplk] [1] == 0)//ak je policko prazdne, zapametame si indexy do a, b
{

a k;
b 1

}
pouz [vstup[k] [1]] = true; //kazdopadne si ho zaznacime
}

for (int f=0;£<10;++f)if (!pouz(f])//ak nie je pouzite, vieme, ze je jedine
{

vstuplal [b]=f; //doplnime ho

break;
}

for (int i=0;1i<9;++1i)//uz len vsetko vypiseme

{
for (int j=0; j<9;++j)cout << vstupli][]j] << ".”;
cout<<”\n";

}

return O;

Ako nam to vsak pomoze pri doplihani ostatnych blokov? Pozrime sa na indexy poli¢ok v Tavom hornom
rohu kazdého bloku.

0:0 0:3 0:6
3;0 3.3 3.6
6;0 6;3 6;6

Rychlo uvidime ista zakonitost. Lavé horné policko kazdého bloku mé indexy v tvare (0 + 3k, 0+ 31), kde k
a [ je mensie ako 3.

Vsimnime si, ¢o sa stane ak k policku v prvom bloku pripoc¢itame indexy nejakého z tychto rohovych policok.
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0;0

0;3

3;0

3:3

6;0

6;3

6;6

Uvidime, Ze nas toto scitanie posunulo na rovnaké policko, akurat v inom bloku. Presnejsie v tom bloku,
ktorého lavé horné policko bolo pri s¢itavani pouzité. V nasom rieseni teda vieme postupne prejst tychto 9
policok a v kazdom bloku sa budeme tvarit akoby sme pracovali s blokom prvym, akurat budeme o nieco

posunuti.

V prvom bloku pracujeme s polickami (0,0), (0,1), (0,2), (1,0) ...
bloku pracujeme s tymi istymi polickami, avSak jednotlivé indexy st posunuté o indexy Tavého horného policka
stredného bloku, teda robime na indexoch (0 + 3,0+ 3) az (2+ 3,2 + 3).

Pomocou tejto tivahy sa vieme pohodlne prestvat po jednotlivych blokoch, ¢o vedie k nasledujticej imple-

mentacii.

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<vector>
using namespace std;

int main ()
{

vector<vector<int> > vstup (9, vector<int>(9));

for (int i=0;1i<9;++1i) for (int j=0; j<9; ++7J)
{
cin >> vstuplil[]jl;//nacitame vstup

}

for (int i=0;1i<9;i+=3) for (int 3j=0; j<9; j+=3)
{

//cout<< i <<” ”<< j <<endl;//vypise suradnice laveho horneho policka

int a, b;
vector<bool>pouz (10, false);

for (int k=0;k<3;++k) for (int 1=0;1<3;++1) //tvarime sa,

{

//v skutocnosti sa ale nachadzame na vstup[i+k][j+1] a nie na vstup[k][1l]
zapametame si indexy do a,

az (2,2). A napriklad v strednom

ze riesime prvy stvorcek

ktore nie je

if (vstupli+k] [j+1] == 0)//ak je policko prazdne,
{
a = i+k;//v a, b uz su skutocne suradnice policka,
b = j+1;//doplnene
}
pouz[vstup[i+k] [j+1]] = true;//kazdopadne si ho zaznacime

}

for (int £=0; £<10;++f)if (!pouz[f])
{

vstupla] [b]=f;

break;

}

for (int i=0;1i<9;++1)
{

for (int j=0; j<9;++j)cout << vstupl[i][Jj] << ".”;

cout<<”\n";

return O;
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Sada 4

RieSenie stvrtej sady je zhrnutim toho, ¢o sme sa v tomto vzorovom rieSeni zatial naucili. Sudoku budeme
prechadzaf tak ako doteraz, az pokym nebude tiplne doplnena, avsak samotné dopliianie bude o ¢osi zloZitejsie.
Zadanie jasne hovori, Ze niektoré z polic¢ok je Tahko doplnitelné, ale nehovori ktoré. Toto je problém, na ktory
si napiSeme pomocnu funkciu je_jednoznacne(a,b). Tato funkcia na vstupe dostane nase sudoku a poziciu
jedného préazdneho policka (a,b). Pre toto policko vrati true, ak je préve toto poli¢ko jednozna¢ne doplnitelné
a false ak nie je.

Této funkcia bude robif to, Ze si vytvori pole doplnenych ¢sel a toto pole pouzije pri prejdeni riadku, stipca
aj bloku, v ktorom lezi zadané policko. Tym vlastne zisti, ktoré ¢isla nemozu byt doplnené na poziciu, ktorej
jednoznacnost overuje. Ak ndm na doplnenie ostane viacero moznosti, nevieme policko jednoznacne doplnit tak
ako hovori zadanie. Ak ndm vSak ostala jedind moznost, vieme policko jednoznac¢ne doplnit. Hodnotu, ktort
na toto policko vieme vlozit vieme zistif pomocou naseho pola, my si vSak vytvorime este jednu funkciu —
jemozne(a,b,k).

Tato funkcia sluzi ako pomocna a jej existenciu naplno docenime pri piatej sade. Funkcia na vstupe dostane
nase sudoku, stradnice policka (a,b) a jedno ¢islo k. Na vystupe ndm vrati true, ak mozeme ¢islo k& doplnit
na policko s indexami (a,b) a v opa¢nom pripade vrati false. Pozor, tato funkcia ndm nehovori, ¢éi je spravne
doplnit ¢islo k na tato poziciu. Hovori iba to, ¢ ho tam méZeme doplnif vzhladom na aktudlny stav sudoku
tak, aby sme neporusili ziadne pravidlo. Hodnotu true teda vrati, ak sa ¢islo £ nenechédza ani v riadku a, ani
v stlpci b a ani v bloku, v ktorom lez{ (a, b).

Problém nastéva, ked chceme zistit, v ktorom bloku sa nachadza policko so suradnicami (a, b). MoZnosti ako
toto riesit je viac, my pouzijeme asi t1 najjednoduchsiu. Uvedomme si, ze blok vieme jednoznacéne urcit podla
rozsahu hodnét, v ktorom sa nachadza a a b. KedZe vieme, aky je blok velky, na jeho prejdenie ndm staci uz
len vedietf, kde mame zacaf.

Uz déavnejsie sme prisli na to, Ze Tavé horné policka v kazdom bloku maju zaujimavé suradnice, ktoré st
delitelné trojkou. Poktsme sa to nejak vyuzit. Ak sa pozrieme napriklad na stipec, tak sa v fiom nachadza 9
poli¢ok, ktoré st rovnomerne rozlozené do 3 blokov. Ako zo stradnice zistime, v ktorom bloku sa nachédza?
Predsa ju vydelime trojkou. Podme si to overit. Cisla 0, 1, 2 po deleni 3 naozaj vratia 0. Co to znamena je,
7e st v jednom z prvych blokov. Cisla 3, 4, 5 vréatia 1, ¢o o nich hovori, Ze st v jednom zo strednych blokov.
Ak toto urobime aj pre druht stradnicu, vieme jednoducho uréit v ktorom bloku sa nachddza. Tak napriklad
policko (5,7) sa nachadza v 5/3 = 1 bloku v rdmci riadku a v 7/3 = 2 v rdmci stlpca, priom indexujeme od
nuly. Ak sa teraz pozrieme, kde sa naozaj policko nachadza, zistime, Ze presne tam, kde sme urcili.

Ako toto vyuzit? Pri celodiselnom deleni sa zahadzuje zvysok po deleni, ¢o znamend, Ze napriklad vyraz
(z/3) - 3 # x. Tento vyraz sa nebude zakaZdym rovnat pévodnému ¢islu, ale prvému mensiemu alebo rovnému
néasobku 3. Co sa teraz stane, ked index “bloku” vynasobime opit 37 Stane sa to, Ze sa &islo bloku zase zmeni na
¢islo nejakého policka a to prave Tavého horného prislichajiceho bloku. Na ziskanie lavého horného rohu bloku,
v ktorom sa nachédza policko (a,b) potrebujeme teda obe stradnice a aj b vydelif a potom opét prendsobit 3.

Ked méme tieto dve funkcie napisané, vieme uz tato sadu riesit pomerne jednoducho. Sudoku prechddzame
stale odznova, pokym nie je doplnena. V pripade, ze narazime na policko, ktoré je prazdne, skontrolujeme, ¢i ho
mozeme jednoznacne doplnit. Ak dno, prejdeme cez vSetky mozné éisla, priGom vieme, Ze pre to jediné, ktoré
modZeme na toto miesto doplnif, ndm funkcia je mozne() vrati true.

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<vector>
using namespace std;

bool je_mozne (const vector<vector<int> >&sudoku, int a, int b, const int &k)
{
for (int i=0;1i<9;++1)if (sudokula] [1]

== k) return false;//prejdeme riadok
for (int 1=0;1i<9;++1i)if (sudokul[i] [b] ==

k
k) return false; //prejdeme stlpec
//prejdeme blok

int m=(a/3)*3, n=(b/3)x*3;

for (int i=m;i<m+3;++1) for (int Jj=n; j<n+3;++7J)if (sudoku[i] [j] == k)return false;

return true;

}

bool je_jednoznacne (const vector<vector<int> >&sudoku, int a, int b)
{

int pom=0;

vector<bool>nachadza (10, false);

for (int i=0;1i<9;++1i)nachadza[sudokula] [i]]=true;
for (int i=0;1i<9;++1i)nachadza[sudoku[i] [b]]=true;

int m=(a/3)*3, n=(b/3)*3;
for (int i=m; i<m+3;++1i) for (int j=n; j<n+3; ++j)nachadza[sudoku([i] []]]=true;
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for (int i=1;i<10;++i)if (nachadza[i] == false)pom++;

if (pom == 1)return true;
return false;

int main ()

vector<vector<int> >sudoku (9, vector<int>(9));
int nedoplnene = 0;

for (int 1=0;i<9;++i) for (int j=0; j<9;++J)
{
cin >> sudokul[i] []]

if (sudokuli] [J] 0) nedoplnene++;

}

for (int £=0; f<nedoplnene; ++f)
{ for (int i=0;i<9;++i) for (int 3=0; j<9;++73)if (sudoku[i] [j] == 0)
( if (je_jednoznacne (sudoku, i, 3J))
! for (int k=1;k<10;++k)if( je_mozne (sudoku, i, Jj, k) == true)
{ sudoku[i] [j]=k;
break;

}

for (int i=0;1i<9;++1)
{
for (int j=0; j<9; ++j)cout << sudokul[i] []J] << ".";

cout<<”\n";

return 0;

Pokial vés v tejto implementécii métie, preco sme funkcii nedali parametre takto vector<vector<int> >
sudoku, ale takto const vector<vector<int> > &sudoku, ¢itajte dalej. Pokial by sme pouzili prvy spdsob,
C++ by predpokladalo, Ze povodné pole nechceme menit a preto by vytvorilo jeho kdpiu, vSetky zmeny ¢o sme
vykonali vo funkcii by sa teda po konci funkcie zahodili, pretoze toto skopirované pole by prestalo existovat.
Ak vSak pouZijeme operator &, hovorime tym pocitacu, ze chceme aby pole poslalo ako referenciu, teda poslalo
do funkcie povodné pole a my sme mohli zmeny vykonavat priamo v om. Toto je eSte dolezitejsie pri velkych
poliach, pri ktorych kopirovanie zabera dlhy ¢as, ¢o by mohlo sposobit problémy.

Nakoniec uz len vysvetlit klucové slovo const. Ak ho pouzijeme pred nejakou premennou alebo polom,
hovorime pocitacu, Ze tito premennii/pole/ vector nechceme menit. Chceme z nej iba nacitavat alebo sa
na fu pozerat. Pouzivaf tito konvenciu vrelo odporiéam, pretoze poéita¢ nds pri nechcenej zmene takejto
premennej upozorni a nespusti, resp. neskompiluje nas program.

Sada 5

Zatial sme v podstate neskusili poriadny bruteforce. Ten by nds vSak velmi nepomohol, kedZe moznych
sudoku je vzhladom na nase pomery takmer nekonecne vela. AvSak préve tdto myslienka nés teraz privedie k
vzorovému rieseniu.

Predstavme si takyto algoritmus. Mame funkciu vyries(), ktora na vstupe dostane sudoku a vrati nam
true ak ju vedela vyplnit. Ako by takato funkcia asi vyzerala? PouZijeme rekurziu?.

Prvy pripad je, ze funkcia sa pozrela na zadané sudoku a nenasla v nej ziadne volné policka. Vtedy je sudoku
zjavne vyrieSené a funkcia vrati true a skonéi. Druhy pripad je, Ze aspoii jedno poli¢ko je nevyplnené. Co této
funkcia urobi je, Ze prejde vSetky moznosti, ¢o doplnif na toto volné miesto a pri prvom disle, ktoré nebude
porusovat pravidla sudoku, ho skisi doplnit.

Takymto splsobom dostane sudoku, ktoré ma o jedno voIné policko menej a moze opét skusit zavolat funkciu
vyries(). Predstavme si, Ze je tato funkcia dalej Gispe$nd a vrati true. Doplnilnili sme teda jedno éislo a
rekurzivna funkcia dalej zistila, ze takto sudoku vieme riesit a toto ¢islo tam naozaj patrilo. V takom pripade
dostaneme vyriesené sudoku.

Samozrejme, moze nastat aj druhy pripad, ked po doplneni ¢isla vréti rekurzivna funkcia vyries () hodnotu
false. To znamen4, Ze ¢islo, ktoré sme doplnili, priviedlo sudoku do nevyriesitelného stavu. Toto ¢islo tam teda
nepatrilo. Musime preto na danu poziciu skisit doplnit iné ¢islo a rekurzivnym volanim opét overit, ¢i takto
upravent sudoku vieme vyriesit.

No a v momente, ked sme pre volné policko vyskasali vSetky moZnosti a zakazdym sme sa dostali do
nevyriesitelného stavu vieme, Ze tato sudoku nemoéze byt spravna, lebo sa nedé ziadnym sposobom vyriesit.

2https://wuw.ksp.sk/kucharka/rekurzia/
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Vratime preto hodnotu false.

Tento postup, ktory sme pouzili sa v skutoénosti vyskytuje v programovani dost ¢asto. Nazyva sa backtrac-
king a pouziva sa v situdcidch, ked prechddzame postupne vSetky moznosti, pricom dufame, Ze zlé moznosti si
vS§imneme dostatoéne skoro a nebudeme sa ich kontrolovanim vobec zafazovat.

Backtracking prebieha v niekolkych fazach. Mame nejaka rekurzivnu funkciu, ktord najprv dostane repre-
zentaciu problému, v nasom pripade pole s uloZenym sudoku. Pokisi sa v rieSeni problému postupit dalej tym,
7e nieco v poli doplni, ¢im zmens$i povodny problém a zavola sama seba na toto nové pole. Ak sa jej nepodari
néajst rieSenie, vrati pole do stavu v akom ho dostala a vrati false. V opa¢nom pripade, ak sa niektorej z vetiev
podarilo najst rieSenie, teda tito vetva vratila true, aj nasa funkcia vrati true a dalSie moznosti uz neskisa.

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<vector>
using namespace std;

bool je_mozne (const vector<vector<int> >&sudoku, int a, int b, const int &k)
{
for (int i=0;i<9;++1)if (sudokula] [i]
for (int i=0;1i<9;++1i)if (sudokuli] [b]

k) return false;
k) return false;

int m=(a/3)*3, n=(b/3)*3;
for (int i=m; i<m+3; ++1) for (int Jj=n; j<n+3;++j)if (sudokuli] [j] == k)return false;

return true;
}

bool vyries (vector<vector<int> >&sudoku) //rekurzivna funkcia riesiaca sudoku
{
for (int i=0;1<9;++1i) for (int j=0; j<9; ++j)if (sudoku[i] [j] == 0)
{
for (int k=1;k<=9;++k)if( je_mozne (sudoku, i, Jj, k) )//mozme na toto policko dat k?
{
sudoku[i] [J] = k;//skusime ho doplnit
if ( vyries (sudoku) )return true;//ak tam patrilo vratime sa
sudoku[i] [J] = 0;//inak tam zas dame nulu

}
if (sudoku[i] [J] == 0)return false;//ak sme ho nevedeli vyplnit nijak, vratime sa
}

int main ()
{

vector<vector<int> >vstup (9, vector<int>(9));

for (int i=0;1i<9;++1) for (int j=0; j<9;++]j)cin >> vstupl[i]l[]J];

vyries (vstup) ;

for (int i=0;1<9;++1)

: for (int j=0; j<9;++j)cout << vstupl[i][]j] << ".”;
cout<<”\n”;

}

return O;

Casova zlozitost tohto pristupu nie je nijak oslniva. Uvedomme si, Ze sa tu dost spoliechame na to, Ze neddjde
k najhorSiemu moZnému scenéru, teda vyskasaniu vSetkych moznosti. To sa totiz naozaj moze stat. Nevieme
preco, ale ukazuje sa, ze k takejto situdcii prichddza malokedy, skoro az nikdy. VsSeobecnejsia verzia tohto
problému, kde rieSime sudoku rozmerov n x n, sa ukazuje byt tazka, presnejsSie NP-tpln4.

Co to znamena, Ze je problém NP-tplny? Detailami a tedriou vas nudit nebudeme, sta¢i ndm vediet, ze NP-
aplné problémy st tie, na ktoré este neboli vyvinuté efektivne algoritmy. V preklade to znamena, ze najlepsi
algoritmus, ktory sme zatial vymysleli stdle negarantuje, ze nevyskusa vSetky moznosti. V priemernom pripade
si moze tento algortimus poc¢inat vyborne, avSak v najhorsom stale len vyskuSa vSetky mozZnosti, ¢o je prave
pripad aj naseho algoritmu.

Napriek tomu, ak sa vdm podari vytvorit algoritmus, ktory bude takyto problém riesit a zaroveri garantovat,
7e nevysktSa v najhorsom pripade vSetky moZnosti, nevdhajte ndm ho poslat! Ziskate prvé miesto v PRASKU
a aj odmenu 1000000 dolarov, ktora na vyrieSenie tohto problému bola vypisana. Plati totiz, ze ak sa najde
algoritmus riesiaci len jeden z NP-uplnych problémov, bude sa s miernymi zmenami daf pouzif na vyrieSenie
vSetkych tychto problémov.

V pripade, Ze ste nieComu vo vzoradku nepochopili alebo vas inSpiroval k vyrieSeniu NP-tiplného problému,
nevdhajte ma kontaktovat na ajo@ksp.sk. S vyhrou aj vaSimi nejasnostami sa rad podelim.
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