PRASK
Il. ro¢nik, 2015/16

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola zimnej Casti

vzorédk napisal Maja, Zaba a Baklazan
1. Preblseny cirkus (max. 15 b za riesenie)

Tato tloha vyzera ako tiloha o kresleni obrazkov, ale nakoniec sa ukaze, Ze je to celé o nieCom inom. ..

Poduiloha a)

Najjednoduchsie riesenie je kruh so 7 blchami ako na obréazku.

Je zjavné, Ze kazda blcha musi prejst cely kruh, kym sa vrati na svoje poévodné miesto a bude jej to trvat
presne 7 krokov. Situdcia je pre kazda blsku tUplne rovnaka, takze po siedmych krokoch budai vSetky blchy
stcasne na svojich pévodnych miestach.
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Takyto obrazok budeme volat cyklus dizky 7. V dalsich podtlohach budeme pouzivat cykly réznych dizok.

Podiloha b)

Po chvilke kreslenia moZeme prist na to, Ze funguje choreografia pozostavajica z dvoch cyklov, jedného
dlzky 5 a druhého dlzky 2. Ale preco je to tak? Blsky, ktoré st sti¢astou cyklu dizky 2 sa na svoje miesto vratia
po 2,4,6,8,10. .. krokoch (zakazdym musia prejst celym kruhom dizky 2). Je jasné, ze st to vSetko nasobky
dvojky.

Takéto tvrdenie si moézeme zovieobecnit. Blcha v cykle dizky n sa na svoje miesto vrati kazdych n krokov,
teda vzdy, ked je pocdet krokov od zadiatku nasobok ¢isla n. Blska, ktora je stucastou cyklu dlzky 5 sa teda na
svoje miesto vrati po 5,10, 15... krokoch. Tym padom sa blsky v oboch cykloch prvykrat naraz vratia na svoje
miesta po 10 krokoch.
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Podiloha c)

V tejto podilohde hfaddme opakovaciu choreografiu, ktord obsahuje 10 blgiek. Bolo by preto na mieste sa
zamysliet, ako mozu vyzerat opakovacie choreografie. Z kazdého kruzka, ktory predstavuje zadiatoént poziciu
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nejakej blsky, vychddza jedna Sipka do iného (alebo aj toho istého) krizka. To znamen4, ze ak mame n krazkov,
bude medzi nimi viest aj n $ipiek. Uvedomme si teraz, ze do kazdého krtizku musi viest prave jedna sipka.

Ak by do nejakého kruzku neviedla ziadna Sipka, blska, ktord za¢ina v tomto kruzku sa sem nikdy nevie
vratit, lebo nemé ako. Takéto choreografia by teda nebola opakovacia. A ak mame n krazkov a n $ipiek a do
kazdého kriazku musi viest asponi jedna Sipka, neostdva ndm ind moznost, ako ze do kazdého kruzku vedie prave
jedna sipka. A naozaj, jediné obrazky, ktoré vieme nakreslif dodrziac toto pravidlo si cykly réznych dizok.
Kazd4 opakovacia choreografia sa teda skladé z niekolkych (moZno rozne dlhych) cyklov.

V podiilohe b) sme videli, Ze choreografia z dvoch cyklov dizok 2 a 5 sa prvykrat zopakuje po 10 krokoch. To
je totiz najmensie ¢islo, ktoré je zaroven nasobkom ¢isla 2 aj ¢isla 5. Inymi slovami, 10 je najmensim spolo¢nym
nésobkom tychto dvoch ¢&isel. Uvedomme si, Ze toto plati aj vSeobecne. Ak budeme mat niekolko cyklov, tak sa
vietky blsky prvykrat naraz vratia na svoje povodné miesto po najmensom spolo¢nom nasobku ich dizok, lebo
to je prvé &islo, ktoré je nasobkom dlzok vietkych cyklov.

Ak teda hladdme najdlhsiu opakovaciu choreografiu pre 10 krizkov, musime tieto krizky rozdelit na niekolko
cyklov, pricom stéet ich dfzok bude 10. Pritom chceme maximalizovat najmensi spoloény nasobok tychto éisel.
Nebude trvaf dlho a zistime, Ze najlepsie riesenie je spravif choreografiu skladajicu sa z troch cyklov dlzok 2,
3 a 5 a tato choreografia sa prvykrat zopakuje po 30-tich krokoch.

V dalsich podilohach budeme vyuzivat algoritmus hladania najmensieho spolo¢ného nésobku ¢isel pomocou
ich prvociselnych rozkladov. Ak ste sa s tymto algoritmom (pripadne ani s rozkladmi na prvocisla) este nestretli,
odporticame vam najprv si o tom nieco nastudovat z injch zdrojov.

Poddiloha d)

V tejto podilohe bolo treba néjst ¢o najmensiu opakovaciu choreografiu, ktora sa zopakuje po 3 960 skokoch.
Z predchadzajtcej podulohy vieme, Ze opakovacia choreografia sa musi skaldat z niekolkych cyklov. A tieZ vieme,
7e najmensi spoloény nasobok dlzok tychto cyklov musi byt nami pozadované éislo 3 960.

Samozrejme, mozeme spravit jeden cyklus dizky 3960. Pouzif ale takmer Styritisic krizkov asi nebude
najlepsie.

Prvoéiselny rozklad ¢isla 3960 je 3960 = 23-32.5-11. KedZe 3 960 méa byt najmensi spoloény nasobok dlzok
cyklov, vetky tieto prvoéisla musia byt niekde v prvoéiselnych rozkladoch tychto dizok. Niektora z dlzok teda
musi byt deliteln4 jedenastimi, niektord (mo#no t4 ist4 a mozno ina) musi byt deliteln4 piatimi. Dalej musi byt
niektora z dlzok cyklov delitelna 32 — nestaci, aby sme mali dve dizky delitelné 3, lebo jedna z tjchto trojak by
sa pri hfadani najmengieho spolo¢ného nasobku skrtla. Podobne musi byt niektora z dizok delitelné 23.

Najmensi stéet dlzok cyklov (a teda aj najmensi pocet kriizkov v nasej choreografii) za splnenia tychto
podmienok dostaneme, ked zvolime &tyri cykly s dlzkami 5, 8, 9 a 11 krazkov. Lahko overime, Ze najmensi
spolo¢ny nasobok tychto Styroch ¢isel je naozaj 3960, teda choreografia sa naozaj prvykrat zacne opakovat po
3960 zapiskaniach. Spolu sme pri tom pouzili iba 33 krazkov.

Podiloha e)

Vysledok v podtlohe d) je pomerne maly. Je vSak najmensi mozny? Ako vieme robif nieco takéto pre
vSeobecné n? Budeme postupovat podobne, ale vSeobecne. Nech prvodiselny rozklad ¢isla n je

a1 (%) (625
n=py” Pg” .. P

kde p1,p2, - . ., Pk st navzajom rézne prvocisla, ay, aa, . . ., o st prirodzené ¢isla a k je pocet roznych prvocisel
v rozklade. Nenechajte sa zmiast tym, ako zapis s troma bodkami vyzerd a nemyslite si, Ze k musi byt najmene;
4. Pokojne to moze byt aj menej, napriklad 1 (vtedy by rozklad mal tvar n = pi'). Dolezité je, ze kazdé
p1=2,p2=3,p3=5,ps=11, a1 =3, as =2, as=1aay =1.

Predstavme si, Ze za nami prisla vila Amalka a dala nam hotové najlepsie rieSenie nasej tlohy, teda opakovaciu
choreografiu, ktora sa prvy krat zopakuje po n zapiskaniach a mé najmensi mozny pocet krizkov. Aké vlastnosti
musi tato choreografia mat?

KedZe ide o opakovaciu choreografiu, uréite bude pozostavat z niekolkych cyklov. NavySe vieme, Ze najmensi
spolo¢ny nasobok ich dlzok musi byt n.

Pozrime sa teraz na prvodiselny rozklad dlzky d jedného cyklu. Mohlo by v fiom byt viac ako jedno prvocislo?
Povedzme, %e ano. Potom by sme tato dizku vedeli zapisat ako d = q/f t. q?Z . ¢ kde q1,q2,-..,q, st
navzajom rozne prvocisla, ich pocet x je aspon 2 a 1, 3o, ..., 3, su prirodzené ¢isla. Ak by sme nas cyklus
nahradili dvoma cyklami s dfzkami a = qf tab=gqy - ¢%=, najmensi spolo¢ny nasobok dlzok vsetkjch
cyklov by sa nezmenil — v rozkladoch dlzok by boli stale tie isté prvoéisla v tych istych mocninach a skrtli by sa
nam tie isté prvocisla, ¢o predtym. Zaroven by sme vSak takouto vymenou znizili pocet kruzkov v choreografii,
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kedze plati a +b < a-b = d'. Kedze ale vieme, Ze Améalka ndm uz dala najmensiu moznt choreografiu, tento
pripad nemohol nastat. To znamena, ze dlzka nasho cyklu musi mat v rozklade iba jedno prvoéislo (ktoré ale
moze byt v lubovolne vysokej mocnine). Toto musi platit pre kazdy cyklus.

Kedze n musi byt najmensim spoloénym nésobkom dlzok nasich cyklov, dizka niektorého z cyklov musi
mat vo svojom prvoéiselnom rozklade pi*. Podobne musi existovat cyklus, ktory méa v rozklade p5?, atd. az po
pis. Vsetky tieto cykly musia byt rozne, nakolko dlzka Ziadneho cyklu v Amélkinej choreografii neméze mat
v prvodiselnom rozklade dve rdzne prvocisla. V. Amalkinom rieSeni teda urcite bude aspon k cyklov, ktorych
dlzky budt najmenej p$*, pS?,.. ., py¥. Zaroven plati, ze v rieSeni uz ni¢ daldie netreba (lebo najmensi spolo¢ny
nasobok tjchto ¢isel je n), teda optimalne rieSenie bude pozostavat s k cyklov s dlzkami SR SRR

Poduloha f)

Tu existuje viacero lahkych postupov, ako vytvorit taktto neuréitt choreografiu. Napriklad si mozeme zobrat
TubovoInt opakovaciu a Tubovolnt stretéavaciu choreografiu s aspoli dvoma kruzkami, nakreslit ich do jedného
obrazka a krazky odislovat tak, aby ziadne dva nemali rovnaké éislo.

Alebo mézeme zobraf Tubovolne dlhy cyklus, napriklad cyklus dizky tri a pridaf este jeden krizok, do ktorého
nevedie ziadna Sipka a vychadza z neho sipka do nejakého krazku na cykle. Blska zac¢inajica v kriazku mimo
cyklu sa nebude vediet vratit spit (takze choreografia nie je opakovacia) a blsky na cykle sa nikdy nestretni
(takZe nie je ani stretavacia).

Podiloha g)

Velmi lahko najdeme choreografiu, v ktorej bude trvat 46 krokov, kym sa vSetky blsky stretnii na jednom
mieste. Nakreslime cyklus dizky 47, vyberieme si jeden krizok a zmazeme Sipku, ktora z neho vedie. Nasledne
mu dokreslime slucku, teda $ipku, ktord pdjde z neho spit doitho. V podstate takto vytvorime dlha cestu, kde
sa blgky budu stretat prédve v tomto pozmenenom kruzku. A blska zacdinajica na kruzku, do ktorého nevedie
ziadna Sipka, bude musiet skocit 46 krat, aby sa stretla s ostatnymi.

Tymto vSak nas dokaz nekonéi. Zatial sme ukézali len to, Ze Marienka musi povedat aspoii ¢islo 46. Este
musime ukéazat, Ze neexistuje stretdvacia choreografia so 47 krizkami, v ktorej sa blsky prvykrat stretni po viac
ako 46 skokoch.

Uvedomme si nasledovnt vlastnost. Ak sa blska pocas vystipenia druhykrat ocitne v krazku, v ktorom uz
niekedy bola, uréite je na cykle, po ktorom bude skakat do nekoneéna. Ked totiz bola v tomto kriazku prvykrat,
pokracovala po Sipkach dalej a zaviedli ju naspif na tento krizok. Tieto Sipky st jednoznacné, blgka sa nemoze
rozhodovat o tom, kam chce skocit. Preto ju zavedu naspit na tento krizok aj treti, stvrty, ... krat.

Po 47 skokoch uz kazd4a blska bola v 48 krazkoch (pretoZe v jednom krazku zacinala). Kedze krazkov je iba
47, urdite uz musela v nejakom kriazku byt aspoii dvakrat. To znamend, Ze po 47 skokoch bude uz kazd4 blska
v nejakom cykle. Ba ¢o viac, kazd4 blska uz tento svoj cyklus stihla aj cely prejst (kedZe v niektorom z krazkov
uz bola dvakrat). To znamend, ze kazda blska musela byt v nejakom cykle uz skor — teda uz aj po 46 skokoch.

Ak st dve blsky v nejakom momente v roznych krizkoch jedného cyklu, budi po tomto cykle krizit dookola
s nemeniacim sa odstupom a nikdy sa nestretni. Tiez sa urcite nikdy nestretni, ak buda v réznych cykloch.
KedZe po 46 skokoch je kazdé blska v nejakom cykle a navyse vieme, Ze niekedy sa uréite stretni, jedind moznost
je, ze st vSetky v tom istom krazku, teda uz sa stretli. To znamend, ze v Iubovolnej stretavacej 47-krtzkove;
choreografii sa vSetky blsky stretna prvykrat najneskér po 46 skokoch.

Podiloha h)

Predstavme si stretédvacie miesto choreografie, ktord neobsahuje slucku. Pre kazda blsku si vieme zratat,
po kolkych krokoch sa prvykrat dostane na toto miesto. Musi existovat blska, ktora sa na stretdvacie miesto
dostane po 1 kroku, nazvime si ju Zuzka. Zaroveni musi byt nejakd blska, ktord zacina v stretdvacom mieste,
nazvime si ju Lucka. KedZe neexistuju Ziadne slucky, v kazdom kroku sa Lucka mus{ posuntt na iné miesto. A
kedze Zuzka sa po prvom kroku ocitne na Luckinom mieste, v druhom kroku sa Zuzka pohne tam, kam sa pohla
Lucka v prvom kroku atd. Zuzka sa vzdy posunie na to miesto, z ktorého Lucka prave odisla. Zuzka a Lucka sa
teda nikdy neocitnti spolu v jendom bode, ale budii sa donekone¢ne nahéiiat. To znamen4, Ze choreografia bez
slucky nemdze byt stretavacia.

INerovnost a + b < a - b plati pre lubovolné a,b > 2. V nasom pripade vieme, %e a aj b st aspoii 2, pretoze a je aspon q1 (aq

preto plati aj nerovnost a +b < a-b
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vzorék napisal Zaba
2. Praktické regularne vyrazy 2 (max. 15 b za rieSenie)

Poduloha a)

Prvou podiilohou bolo napisat reguldrny vyraz, ktory akceptuje vsetky retazce predstavujuce ¢isla delitelné
5. Vieme, Ze ¢islom 5 st delitelné tie ¢&isla, ktoré maja na konci cifru ,,0" alebo ,5". Podla zadania si vSak mame
dat pozor na to, aby nami akceptované ¢isla nemali na zaciatku zbyto¢né nuly. MoZeme napisat regularny
vyraz, ktory bude mat na prvom mieste nenulovi cifru, za ktorou bude nasledovat niekolko Tubovolnych cifier
a nasledne cifra 0 alebo 5. Tento vyraz vyzera takto: ,, [1-9] [0-9]1*[05]".

Samozrejme, takyto vyraz neakceptuje dve vynimky — éislo 0 a ¢islo 5. Tieto priddme pomocou ,|", takze
vysledny regularny vyraz ma tvar ,([1-9] [0-91%[05])|0|5".

Delenie ¢islom 5 bolo Tahké. Museli sme sa trochu pohrat s nulami na zaciatku, ale inak nam stacilo splnit
jedinti podmienku — 0 alebo 5 na konci ¢éisla. Aj pre ¢isla delitelné 3 plati jednoduchd podmienka: ciferny stcet
tychto ¢isel musi byt delitelné troma. Takdto podmienka sa vSak nedd zapisat pomocou reguldrnych vyrazov
takym jednoduchym sposobom. Nasledujice podulohy preto slazili na to, aby sme postupne mohli vytvarat
finalne riesenie.

Podiloha b)

V tejto podilohe bolo treba napisat regularny vyraz, ktory obsahuje iba cifry 1 a 2 predstavujice chodenie
po schodoch. M4 pritom platit, Ze tento regularny vyraz popisuje vSetky cesty na schod vyssi ako Siesty, ktoré
nestipia na schod 3 ani na schod 6.

Ked zlodej stoji na schode ¢&slo 0 (teda na spodku schodista), méa dve moznosti. Bud spravi krok dizky 1
alebo dlzky 2. Pozrime sa, ¢o sa stane ak najskor spravi krok dlzky 1. Tymto krokom sa dostane na schod 1, z
ktorého ale neméze spravit krok dlhy 2, lebo by sa dostal na zalepidlovany schod 3. Musi teda spravif krok dlzky
1, ¢im sa ocitne na schode ¢islo 2. Nésledne musi prekroéif schod 3 pomocou dlhsieho kroku dizky 2, ¢im sa
dostane na schod 4. Odtial méa opif iba jednu moznost, krok dizky 1, lebo dlh§im krokom by sa ocitol na schode
6. No a z piateho schodu musi spravif krok dlzky 2, aby prekro¢il zalepidlovany schod. V tomto momente uz
pred nim nie st ziadne zalepené schody a moze pokracovat fubovolne. Tento postup vieme zapisat ako regularny
vyraz ,11212[12]%".

Co ak sa vSak na zaciatku rozhodne spravif krok dlzky 2? Ocitne sa na schode 2, ¢o znamené, e opit musi
spravif krok dlzky 2, aby prekro¢il schod 3. Tak ako predtym, ked sa ocitol na schode 4, musi spravit krok dizky
1 a potom dlzky 2. Tym sa dostane na schod 7, odkial je to opiif bezpecné. Tento postup popisuje regularny
vyraz ,2212[12]*".

Vidime, ze kym sa zlodej dostal na siedmy schod, rozhodoval sa iba na Gplnom zaciatku a zvysSok cesty
bol presne urceny. Vysledny regularny vyraz teda dostaneme spojenim tychto dvoch reguldrnych vyrazov, co
vieme urobif napriklad tak, Ze ich oddelime ,|". Ak sa vSak trochu zamyslime, ndjdeme aj kratsi sposob:
L, (11]2)212[12] %",

Podiloha c)

Vsimnime si, Ze v podilohe b) sme mali na vyber len na tiplnom zaciatku, ked sme boli na schode ¢islo 0 a
potom az ked sme sa dostali na schod 7, kde uZ neboli Ziadne schody potreté lepidlom. Uvedomme si, Ze schody
mozeme rozdelit na tri skupiny podla toho, ¢ ich ¢islo dava po deleni 3 zvySok 0, 1 alebo 2.

Takisto si v§imnime, Ze ak stojime na schode, ktorého zvySok po deleni 3 je 1, tak nemdZzeme spravit krok
dlzky 2, lebo by sme sa dostali na schod pokryty lepidlom. Musime teda spravit krok dlzky 1, ¢im sa dostaneme
na schod, ktorého zvysok po deleni 3 je 2. Ak stojime na schode so zvyskom 2, musime spravif krok dlzky 2,
ktorym sa dostaneme na schod so zvyskom 1.

Ak teda ako prvy spravime krok dlzky 1, nésledne budeme musief striedavo robif kroky dlzky 1 a 2,
lebo iba tak nikdy nesttpime na schod delitelny ¢islom 3. Ak ako prvy spravime krok dlzky 2, budeme mu-
siet dookola opakovat postupnost krokov 2 a 1. Toto vieme lahko zapisat pomocou regularneho vyrazu ako
21(12)*17]2(21)*27". Na koniec kazdej Casti sme museli pridat este jeden znak s otdznikom, aby retazce za-
¢inajice na 1 mohli konéit 1 a refazce zacinajice 2 mohli koncit 2. Bez nich by sme napriklad neakceptovali
refazec ,11" alebo ,2212", ktoré s oba spravne.

Otézkou je, ¢i by nas regularny vyraz mal akceptovat aj pradzny refazec. Zo zadania to nie je tiplne jasné?.
Mozeme sa teda dohodnut, Ze prazdny refazec za cestu povazovat nebudeme. Ak by sme ho tam velmi chceli
mat, lahko ho mdzeme pridat jednym or-om.

2 Ak sa zlodej nepohne, uréite sa neprilepi — ale d4 sa to povazovat za cestu hore schodmi?
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Podiloha d)

V tejto podilohe méme napisat regularny vyraz, ktory zodpovedd tomu, Ze zlodeji nejakt dobu kracali po
schodoch a potom stupili na schod delitelny 3, prilepili sa a ostali st4f. Vsimnime si, ze tato podiloha silno
stvisi s podilohou ¢). KedZe sa zlodeji nemohli prilepit pocas cesty, museli sa nejakt dobu vyhybat schodom s
lepidlom aZ kjm to potom na konci nepokazili. A ¢ast ich cesty, kym sa polepenym schodom tspes$ne vyhybali,
predsa popisuje regularny vyraz z podilohy c).

Ostéva zistif, ¢o musi zlodej spravit, aby stupil na schod, ktorého éislo je delitelné 3. Ak stoji na schode,
ktorého zvysSok po deleni 3 je 1, tak ak spravi kroky ,11" alebo ,2", skon¢i na schode s lepidlom. Ak schod,
na ktorom stoji méa zvysok 2, tak sa zalepi ak spravi krok ,1". Predstavme si, ze zlodej iSiel najskor podla
reguldrneho vyrazu ,1(12)*". Ocitol sa teda na schode so zvySkom 1 a preto musel spravit bud postupnost
,11" alebo ,2". Ak isiel najskor podla ,2(21)*" tak sa ocitol na schode so zvySkom 2 a teda musel spravif
krok ,1".

V podilohe ¢) sme vSak museli pridat aj refazce ,17" a ,27" aby sme oSetrili vietky moznosti. A tu ich tiez
istym spésobom potrebujeme. V prvom pripade to nemusime riesit, lebo ak zlodej po ceste typu ,1(12) *" spravi
eSte na konci krok 1, tak potom musi spravit opiit krok 1 aby sa prilepil, ¢o sme pokryli v moznosti ,1(12)*11".
V druhom pripade vSak nerieSime situéciu, ak zlodej po ceste typu ,2(21)*" urobil krok 2 a potom sa chce
prilepit. Okrem moznosti 1" teda musime za ,2(21)*" pridaf aj moznost ,,22", ktoré zodpoved4 presne tomuto
pripadu. Spojenim tohto vSetkého dostaneme reguldrny vyraz ,1(12)*(11]2)[2(21)*(1[22)".

Podiloha e)

Asi najlah$ia podiloha, ak sme vyriesili podilohu d). Ak sa zlodej prilepi, musi sa mu to stat na schode
delitelnom troma. Ak si teda vyzuje ponozky a pokracuje dalej, je to to isté, ako keby zac¢inal na schode 0 (ktory
je tiez delitelny 3). Takze cela jeho cesta je len viacero ciest, pri ktorych sa vyhyba schodom delitelnym 3, aZ
kym sa nenalepi a potom zacina akoby odznova. Toto vieme docielit pridanim ,*" na koniec vyrazu z podulohy
d), teda ,, (1(12)*(11]2)|2(21) *(1]22) ) *". Takto sme povolili aj prazdny retazec. Ak by sme ho chceli zakazat,
moZeme rieSenie podilohy d) zopakovat dvakrat a ,*" dat iba za druhé opakovanie.

Podiloha f)

Ak zlodej zostane chvilu stdf na mieste, ni¢ sa na jeho situdcii nezmeni. Ak by sme odstranili nuly zo
vstupného retazca, musime dostat retazec, ktory je vhodny pre podtlohu e). To znamend, %e chceme robit to
isté, ¢o v podulohe e) akurat hocikde moZeme pridat fubovolne vela ntl. Pridanie Tubovolného mnozZstva nil
nam zabezpedi refazec ,0%¥" a jediné ¢o potrebujeme spravit, je vlozif ho na vSetky mozné miesta refazca z
podtlohy e).

Je tu vsak este jeden hac¢ik. Az po podilohu d) sme statie na schode 0 (teda prazdny refazec) netolerovali,
teraz by sme vSak chceli akceptovat aj retazce zlozené iba zo samych nul. Preto na koniec ndsho vyrazu priddme
eSte ,,|0*".

Vysledok vyzerd trochu neprehladne, ale uvedomte si, Ze je to naozaj len rieSenie z podilohy e) s mnozstvom
nil, ktoré ni¢ nerobia (a pridanym Specidlnym pripadom na konci). MoZno by sme vedeli nejaké nuly uSetrit,
keby sme nas regularny vyraz poriadne rozanalyzovali, jednoduchsie a bezpec¢nejsie vSak bude vlozit ,,0%" medzi
kazdé dva znaky.

o (0% 10% (0% 10%20%) * (0*10%10%|0*20%) [0*x20* (0*x20%10%) * (0*10%|0*20%20%) ) *|0*"

Podiloha g)

Tato podiloha vyzerd na prvy pohlad najodstrasujtcejsie. Bolo fazké poradit si s ciframi 0, 1 a 2 a zrazu
ndm pribudne dalsich sedem. Budeme musiet urobif ta istd Gvahu celt od zaciatku, akurdt s tolkymi roznymi
moznostami? Nastastie nie.

Pozrime sa napriklad na cifru 3. Ak stojime na zalepenom schode a posunieme sa o tri schody vyssie, opit
sa ocitneme na schode pokrytom lepidlom. Co je v podstate to isté, ako keby sme zostali staf na mieste. Ano,
zalepené schody, popripade to, aky zvysok po deleni 3 déva schod na ktorom stojime. A toto sa pri cifre 3
nemeni.

Skiisme na to hladief nie cez schody, ale cez ¢isla. Hladali sme ¢isla, ktorych ciferny stucet je delitelny troma.
Pridanie Iubovolného mnozstva cifier 3 ndm sice zmeni ciferny stucet, ale nie jeho delitelnost ¢islom 3. Cifra 3
sa preto sprava uplne rovnako ako cifra 0. MdZeme ju dat kam len chceme a kolkokrat len chceme. A toto isté
plati aj pre cifry 6 a 9, ktoré s tiez delitelné troma.

Teraz snad uz zacdinate tusit, ako to bude pokradovat. Ak si zoberieme cifru 4, pouzitie tejto cifry ma na
zvySok po deleni 3 rovnaky efekt, ako pouzitie cifry 1. A takisto cifra 7 mé rovnaky efekt. To znamena, Ze tieto
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cifry st navzdjom zamenitelné. Vsade, kde sme v povodnom reguldrnom vyraze pouzili cifru 1, mdZeme teraz
pouzit cifry 4 alebo 7 bez toho, aby sa ¢okolvek pokazilo. No a samozrejme, cifry 5 a 8 st rovnaké ako cifra 2.
Dostat regularny vyraz, pre podilohu g) je potom vskutku jednododuché. Zoberieme si vyraz z podilohy f)
a kazdy vyskyt ,0" nahradime , [0369]", kazdy vyskyt ,1" nahradime , [147]" a kazdy vyskt ,2" nahradime
,[2581". To boli totiz skupiny rovnako sa spravajucich cifier, pri ktorych je jedno, ktora z nich pouZijeme.
Vysledny refazec je uz taky dlhy, Ze sme ho museli rozdelit do viacerych riadkov. Opét to vSak nie je nié
strasné, ak si uvedomime, akym spésobom vznikol.

" ([0369]*[147] [0369]*([0369]*[147] [0369]* [258] [0369] *) *
([0369]1%[147]1 [0369]*[147] [0369]*| [0369]*[258] [0369] *) |
[0369] % [258] [0369]* ([0369]* [258] [0369] * [147] [0369] *) *
([0369]1*[147] [0369]*| [0369] * [258] [0369] * [258] [0369] *) ) * |
[0369] "

Poduloha h)

Zostava uz len odstranif prebyto¢né nuly na zaciatku. Nastastie, toto sa d4 urobit pomerne jednoducho.
Najprv Uplne zakaZeme, aby na zacdiatku ¢isla bola ktorakolvek z cifier 0, 3, 6, 9. To urobime tak, Ze zmazeme
| [0369] %" z konca vyrazu a v oboch moZnostiach velkého or-u zmaZeme zo zacéiatku , [0369]*".

Tu by mohol vzniknaf problém, kedze velky or sa v refazci moze opakovat a my chceme zmazat , [0369]*"
iba zo zadiatku prvého opakovania. Nagfastie pre nés, aj na konci kazdej moznosti nagho velkého or-u méame
,[0369]*". O tom, ¢o je na zaciatku druhého opakovania, teda modZeme prehlasit, Ze je to v skutocnosti este
na konci prvého opakovania. To znamena, Ze nas upraveny vyraz naozaj robi to, ¢o pdvodné rieSenie podilohy
g), akurat nedovoluje, aby ¢islo zac¢inalo niektorou z cifier 0, 3, 6, 9.

Teraz naspit povolime, aby refazec zaéinal niekolkymi (moZno Ziadnymi) ciframi 0, 3, 6 alebo 9, pri¢om
ale prva nemoze byt nula. Tomu zodpoveda regularny vyraz ,[369] [0369]1*|", ktory (v zatvorke) staci napisat
pred zvySok nasho vyrazu. Nakoniec eSte musime pridat jeden Specidlny pripad — samotné ¢islo 0.

"([369]1 [0369]*1)

([1471[0369]1*([0369]1*[147] [0369]* [258] [0369] *) *
([0369]*[147] [0369]*[147] [0369] * | [0369] * [258] [0369] *) |
[258] [0369] *([0369] * [258] [0369] * [147] [0369] *) *
([03691*[147] [0369]*| [0369] *[258] [0369]* [258] [0369]*) ) *|0"

vzorak napisal Andrej a Jano
3. Prihody krokodila Karola s tabufkami (max. 15 b za riesenie)

Vypracované Vzorové rieSenie v Google Sheets mozete najst na adrese

docs.google.com/spreadsheets/d/1W9_NBYzKE8w61Z-3EZLGSYTpUNPWz0m0ZGOKI7zRtkA Klikanim na
bunky sa dozviete pouzité vzorce. V tomto texte si rieSenia slovne vysvetlime, pripadne uvedieme iné spésoby
riesenia.

a) Velka nasobilka

Moézeme vidiet, Ze hodnota bunky v naSej tabulke je dani nasobkom ¢isla riadku a stipca, v ktorom sa
nachédza. Pre prvil bunku, teda B4 musime vyndsobif hodnotu buniek B3 a A4. Ked toto urobime pomocou
vzorca B4=B3*A4 a z bunky B4 ho potiahneme nadol, zistime, Ze nerobi to, ¢o by sme chceli. Problém je, ze
potiahnutim vzorca z bunky B4 do bunky B5 sa zmeni vzorec na B5=B4*A5 namiesto toho, aby sa zmenil na
B5=B3*Ab.

Riesenim tohto problému je “uzamknutie” ¢isla riadku tejto bunky. Tym docielime, Ze sa nebude po potia-
hnuti vzorca smerom nadol menit oznaéenie bunky B3. Uzamykédme pridanim znaku doldra $ pred to, ¢o chceme
zamknut. V nasom pripade zamykame ¢islo riadku bunky B3, teda nas vzorec v bunke B4 bude =B$3*A4 a jeho
potiahnutim uz dostaneme v stlpci spravne vysledky. Podobne pri natahovani doprava potrebujeme uzamknut
pismeno stipca, takze koneény vzorec pre bunku B4 bude =B$3*$A4 a tilohu vyrie§ime natiahnutim tohto vzorca
do ostatnych buniek.

b) Trojuholnik

Jeden sposob je vyriesit tlohu pomocou prikazu IF. Chceme zapisat, Ze ak stdet ¢isel v bunkdch nad mojou
bunkou a nalavo od mojej bunky je jedna, tak v mojej bunke bude jedna, inak tam bude nula. Napriklad pre
bunku C5 bude vzorec vyzerat =IF(C4+B5=1, 1, 0).
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Vieme to vSak spravit aj trocha elegantnejsie pomocou funkcie MOD(X, Y). T4to funkcia ndm vrati zvysok,
ktory dava c¢islo X po deleni Y, teda napriklad MOD(17, 10) vrati zvysok, ktory da 17 po deleni 10, ¢o je 7.

V nasom krokodilom priklade budeme poéitat zvySok po deleni dvoma. VyuZijeme, ze MOD(0, 2) je 0 aj
MOD(2,2) je 0 a MOD(1,2) je 1. Pre bunku C5 teda dostaneme vzorec =MOD (C4+B5, 2).

Natiahneme vzorec do celého bojového pola a dostaneme rozostavenie vojakov. Otazkou este ostava, ako zvy-
raznif na bojovom poli miesta, kde sa nachiddzaju krokodily. PouZijeme na to podmienené formatovanie. To néj-
deme v Google Sheets v kolénke Format pod ndzvom Conditional Formatting. Oznaéime oblast, ktora chceme
formatovat a klikneme na Add another rule, teda pridat Pravidlo formatovania. Tu nastavime podmienku,
ktoré bude vyzerat takto: Format cells -> ,if Is equal to 1". Nakoniec zvolime, typ formétovania, teda
zmenu farby bunky. V Exceli ozna¢ime formétovani oblast a pouzijeme néstroj podmienené formatovanie, kde
nastavime Formatovat bunky obsahujice hodnotu rovni 1 a nastavime typ formatovania, teda zelent farbu
bunky. V OpenOffice pouzijeme Podmienené formatovanie z polozky Format a postupujeme rovnako ako pri
Exceli.

Obrazec, ktory sme dostali je nazyvany aj Sierpinského trojuholnik. Pekné obrazky tohto tvaru najdete aj
na Wikipédii.

So Sierpinského trojuholnikom suvisi aj Pascalov trojuholnik, objekt znamy pre svoje zaujimavé matematické
vlastnosti. sk.wikipedia.org/wiki/Pascalov_trojuholnik

c) Peniaze

Tato tloha méa celkom priamodiare rieSenie. Poktisime sa zaradom odpovedat na otdzky zo zadania.

Hodnotu vreckového za rok zistime ako sti¢et vreckového za jednotlivé dni roka, B3=SUM(B24:B388). Po-
dobne zistime aj hodnotu celkového nakupu za rok, B4=SUM(C24:C388). Celkovy zisk vypocitame ako celkove
vreckové minus celkovy ndkup, obidve hodnoty uz pozname, B5=B3-B4.

Na zistenie, ako dlho bol cez rok Karol v minuse budeme potrebovat pomocny vypocet. Ten bude vyzerat
tak, ze pre kazdy den si vypocitame aktudlny stav i¢tu. Pre prvy den je to vreckové minus ndkup teda =B24-C24,
tuto hodnotu si ulozime do bunky E24. Pre druhy a vSetky ostatné dni to bude, stav uctu den predtym plus
vreckové minus ndkup, napriklad pre druhy den je tento vzorec E25=E24+B25-C25, tento vzorec potiahneme
smerom nadol a v polickach E24 az E388 budeme mat stav G¢tu pre jednotlivé dni. Teraz, ked uz vieme rychlo
pre kazdy den povedat, ¢ bol v tento deri Karol v minuse, spoditame pocet tychto dni. Pouzijeme na to dalsi
pomocny vypocet a v bunkach F24 az F388 si oznac¢ime 1 kazdy den, kedy bol Karol v minuse — vzorec, ktory
prenesieme z bunky F24 bude =IF(E24<0,1,0). Pocet jednotick v tomto stipci je rovny stétu tohto stipca.
Riesenim je teda vzorec B6=SUM(F24:F388).

Inym spdsobom ako spoéitat pocet zapornych &isel v stipci E je pouzif priamo na takéto tidely uréent funkciu:
B6=COUNTIF (E24:E388, ,<0").

Pre vypocitanie priemerného stavu U¢tu potrebujeme vedief stavy uctu pre jednotlivé dni. Tie uz mame vy-
pocitané, preto pouZijeme funkciu AVERAGE (), ktora vypocita aritmeticky priemer zadanych buniek. K vysledku
nam uZ staci len pouZit vzorec B8=AVERAGE (E24:E388).

Ak chceme zistit priemerné vydavky v pondelky, potrebujeme zistif, ktoré dni stt pondelky. V stipci G
chceme mat ¢isla 1 az 7 urcujice dni v tyzdni. Jednotka bude pondelok, dvojka utorok a tak dalej. Pozrieme do
kalendéra a vidime, ze prvého januara 2015 bol stvrtok. Takze v G24 bude ¢islo 4. V ostatnych bunkach bude
vzorec tvaru =MOD(X, 7)+1. Tento vzorec ndm vrati X + 1, ak X je menej ako 7 a jednotku, ak X je 7. Do
bunky G25 teda dame =MOD(G24, 7)+1 a do zvysnych buniek skopirujeme natiahnutim.

Nésledne si do stipca H dame jednotky do tych riadkov, ktoré zodpovedaji pondelkom a nuly vsade inde:
H24=IF(G24=1, 1, 0).Do stlpcaIsipotom dame ku kazdému pondelku vydavky v tento defi a nulu ku vietkym
ostatnym diiom (124=IF (H24=1, C24, 0), alebo 124=H24 * C24). Priemerné vydaje v pondelky potom vypo¢i-
tame ako stucet pondelkovych vydajov vydeleny poc¢tom pondelkov, teda B7=SUM(I24:1388)/SUM(H24:H388).

Skisme odpovedat na poslednii otazku, kolko penazi Karol v jednotlivych mesiacoch usetril. Na rieSenie znova
pouZijeme pomocny vypocdet, tentokrat si budeme pre kazdy denl pamiitat stav Gétu v tento deii s tym rozdielom,
7e kazdy mesiac bude det Startovat odznova. Tym docielime, Ze dostaneme pre kazdy den stav Gétu vzhladom
na dany mesiac. Na toto rieSenie pouzijeme este jeden pomocny stipec J, v ktorom si budeme ku kazdému
diiu pamétat mesiac, v ktorom sa nachddza. Na to pouzijeme funkciu MONTH(). Napriklad, MONTH(A100) teda
MONTH(,18/03/2015") bude 3. Pre prvy den — policko K24 — bude vzorec vyzerat takto: =IF(J24=J23, K23,
0)+B24-C24, teda pripocitame vreckové minus ndkup ku predoslej hodnote. Tto predosla hodnotu budeme v
prvy den kazdého mesiaca povazovat za nulovil.

Inym sposobom riesenia bolo rucne si pre kazdy mesiac zistit jeho prvy a posledny riadok v tabulke a
néasledne pomocou funkcie SUM spoditat odpovede.
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d) Vysledkovka

Nagou prvou tlohou je zistit podet bodov pre kazdého sutaZiaceho, pricom si musime dat pozor, aby sa
tloha za najviac a Gloha za najmenej bodov réatali iba za polovicu. Toto pre prvi bunku (teda I3) jednoducho
zapiseme vzorcom =SUM(D3:H3) -MIN(D3:H3) /2-MAX (D3:H3) /2. Ked mame pre kazdého sttaziaceho vypoditany
jeho bodovy zisk, je potrebné, aby sme vysledkov listinu zoradili podla tohto podtu bodov.

Oznadime teda celu tabulku, od policka B3 az po 1213. Potom pouzijeme funkciu zoradenia podla hodnoty
nejakej bunky, v naSom pripade to bude podet bodov. T4to funkcia pracuje tak, Ze zoradi tabulku podla nami
zvoleného stipca. V Exceli nadjdeme tito funkciu pod zalozkou Data s nazvom Zoradit. Tu nastavime “zoradif
podla” pocet bodov “od najvacsieho po najmensi”.

Ked uz mame sutaziacich zoradenych podla bodového zisku, uréime kazdému poradové ¢&islo. Vytvorime si
v pomocnom stipci od K3 po K213 ¢isla 1 az 211. Potom poradie stifaziaceho bude bud prislusna hodnota v
stipci K, ak mal menej bodov ako stfaziaci pred nim, alebo to bude rovnaka hodnota ako mal stfaziaci pred
nim. Teda napriklad do A3 ddme vzorec =IF(I3=I2, A2, K3), ktory modZeme natiahnut do ostatnych riadkov.

Nakoniec maximalne pocty za jednotlivé tlohy zvyraznime rovnakym sposobom ako jednotky v podulohe

(b).

e) Zvierata

Na vyriesenie tejto tilohy bolo zdkladom tspechu dobre odsimulovat cely proces a nikde sa nepomylit.

Najjednoduchs$im rieSenim je napisat vzorec pre poéty zvierat po konci druhého roku a tento vzorec potom
pouzit aj pre iné dni. V nasom pripade je pocet krokodilov k& = C6, pofet mamutov m = B6, pocet holubov
h = D6 a aktualny rok je i = A6.

Ked si prec¢itame zadanie, vidime, Ze po¢et mamutov na druhy rok ms je dany vztahom ms = m + 2 —
h/200000 — k/2000 — ¢/500. Dosadenim hodndt buniek za premenné k, m, h dostaneme vzorec pre bunku
B7, teda pocet mamutov na druhy rok =B6+2-(D6/200000)-(C6/2000)-(A6/500). Podobne pocet holubov
zapiSeme vzorcom D7=D6+5*SQRT (D6)-3*C6. Napokon, pocet krokodilov v druhom roku je dany vzorcom
C7=C6%0.99-B6/20+D6/10000.

Tieto 3 vzorce mdzeme jednoducho tahat smerom nadol, pokym neklesne pocet mamutov pod nulu. Pre
vykreslenie grafu sme si tabulku skopirovali aj so spravnymi konstantami, celi tabulku sme oznacili a vybrali
sme vhodny typ grafu.

f) Jedlo

V tlohe sa pytame, kolko najviac holubov vie Karol zjest, ked skon¢i tiplne na juhovychode. My vSak zistime
pre kazdé policko ndmestia, kolko najviac holubov by Karol mohol zjest, keby sa mal dostat iba po toto policko.
Zistime teda ovela viac ako tloha Ziada, no napriek tomu to bude jednoduchsie. Déovodom je to, Ze tieto ¢iastkové
odpovede spolu tzko stvisia.

Oznac¢ime si maximalny pocet holubov, ktoré moze Karol zjest, ak skonéi na poli¢ku (i, 5) (t. j. na policku
v i-tom riadku a j-tom stipci) ako holuby(i, 7). Ako sa mohol Karol dostat na policko (i,5)? Bud tam prigiel
zo severu alebo zo zdpadu, ¢iZze z policka (i — 1,7) alebo z policka (i, — 1). TakZe maximélny pocet holubov,
ktory mohol zjest pred tym, ako sa dostal na policko (i, 7) bude vicsie z ¢isel holuby(i — 1, j) a holuby(i,j — 1).
Navyse mohol nejakého holuba zjest na policku (3, j).

holuby(i, j) = max(holuby(i — 1, j), holuby(i, j — 1)) + pocet holubov na (i, j)

Pre rieSenie tlohy si teda vytvorime novii tabulku od bunky B41 napravo a dolu. Do buniek ddme vzorec,
ktory spocita holub(i,j) pre dané policko. Presnejsie, do bunky B41 napiSeme =MAX (B40, A41)+IF(B7=H",
1, 0) a natiahneme do zvy$ngch buniek. V bunke W72 sa nam potom zjavi odpoved na tilohu. Uzasné, viak?

Posledny problém, s ktorym sme sa museli popasovat je vykreslenie najlepsej Karolovej trasy. T budeme
vyrabat odzadu. Budeme sa snazif, aby na polickach trasy bola jednotka a na ostatnych nula. Vieme, Ze sa
Karol niekedy musel dostat do ciela, takze na tplne juhovychodné policko ddme jednotku.

Teraz potrebujeme zistif, ¢i je na toto policko lepSie prist zo severu alebo zo zdpadu. Ak je vicési podet
holubov na zépade, tak je lepsie prist zo zapadu, ak je viac holubov na severe, je lepsie prist zo severu. V
pripade rovnakych poc¢tov je jedno odkial sme prisli, ale nemodZzeme prist naraz z oboch smerov. Preto si uréime,
7e v pripade remizy chceme prist zo severu.

To bola celd myslienka, zvySok roboty je zapisat to do tabulky. St dva moZné dovody, preco by v policku
(i,4) mala byt jednotka. Prvy dovod je, ked z daného policka budeme v ceste pokracovat na juh, teda ked
v (i + 1,7) je jednotka a zaroveni holuby(i,j) > holuby(i + 1,7 — 1). Druhy dovod je, ked z daného policka
budeme pokracovat na vychod. Jeho formalny zapis bude podobny, len méme > namiesto >. Navyse, iba jeden
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z tychto dovodov sa moZe uplatnit, pretoze nemoze byt jednotka aj na policku (i +1,j) aj na (i,j+ 1). Takze v
tabulke to mozeme zapisat ako stcet dvoch IFov. Takto vyzera vzorec v policku AWT2: =IF(W72>=V73, AW73,
0)+IF(W72>X71, AX72, 0), do ostatnych policok staci vzorec natiahnut z tohto.

Zaverecné slovo

Videli sme, ze tabulkové kalkulatory st silné néastroje. Ale to sme videli len maly zlomok ich schopnosti. D4
sa v nich spod¢itat ovela viac, teoreticky sa v nich dé spocitat vSetko, ¢o sa d& vobec spocitat ;). Existuje dokonca
aj pocitadova hra naprogramovand v takomto kalkuldtore. Ale netreba robif vSetko v tabulkach. Primarny ciel
tabuliek je spracovavanie dat.

Pokial potrebujete naprogramovat aplikaciu, alebo nejaky zlozitejsi vypodcet, je lepSie siahnut po nejakom
praktickejSom programovacom jazyku ako je C+-+, Python alebo Java. Ak sa raz naudite dobre pracovat s
tymito jazykmi, budete schopni robitf izasné veci, o ktorych sa vdm mozno ani nesnivalo.

vzorak napisal Matus
4. Pernikova optimalizacia (max. 15 b za riesenie)

Sposobov ako riesit tuto tlohu je mnoho. V tomto vzorovom rieSeni sa postupne pozrieme na zopdar z nich,
za¢inajuc od najmenej efektivnych.

Ako prvé asi kazdému napadne nasledovné riesenie — budeme postupne sktsat ¢isla n a vysSie a pre kazdé
overovaf, ¢i vyhovuje podmienkam zadania (teda ¢i je delitelné aspoii jednym z ¢isel a, b, ¢). Akonédhle nijdeme
m vyhovujucich éisel, mozeme skondit.

Takéto rieSenie tispesne zvladne prvé tri testovacie sady, na zvysné je viak prilis pomalé. Cisel, ktoré musime
vyskisat, je v najhorSom pripade az m-min(a, b, c), o je vzhladom na velkosti vstupov zhruba m?. To znamen4,
Ze nas algoritmus bude musiet v najhorSom pripade urobit zhruba m? krokov. Povedané odbornejsie, jeho ¢asova
zlozitost je O(m?). Takéto rieSenie je pomalé pre m vicsie ako par tisic.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
long long n, m, a, b, c;
cin >> n >> m;
cin >> a >> b >> c;
int pocet = 0;
while (pocet < m) {

if(n%a == 0 || n%b == 0 || n%c == 0) {
cout << nj;
pocet++;
if (pocet == m) cout << endl;

else cout << "."”;

n++;

Ak chceme zlepsit nas algoritmus, musime vymysliet spdsob ako neskusat vela zbyto¢nych ¢isel. Uvedomme
si, ze ¢isla, ktoré mame vratit na vystup si vSetko nasobky ¢isel a, b alebo c¢. Uréite teda nebudeme potrebovat

...............
.....

.....

.....

.....

V tomto momente musime rozlisit dve moZnosti. Ak je n delitelné ¢islom a, tak n je najmensi ndsobok éisla
a, ktory je vacsi alebo rovny n. V opa¢nom pripade, ak ¢islo n nie je delitelné a, je tymto najmensim vhodnym
nasobkom ¢islo (n/a) * a + a (ak sme mali najviacsi nidsobok a mensi ako n, tak pri¢itanim a dostaneme
Ak v8ak nechceme pisat zbytoéné if-y na rozliSovanie tychto dvoch moznosti, d4 sa to zhrnit aj do jedného
vyrazu ((n+a-1)/a) * a (v inych jazykoch analogicky). Uvedomte si, Ze ak n bolo delitelné a, tak vysledok

(n+a-1)/a bude rovnaky ako n/a, lebo podiel sa zaokruhlil nadol, ak vsak n malo nejaky zvysSok po deleni a,
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tak hodnota (n+a-1)/a bude rovna (n/a)+1, ¢o je presne to, ¢o sme chceli. (Pozor si treba dat v Pythone, kde
sa celo¢iselné delenie zapisuje dvoma lomkami n//a.)

No a ak mdme najmensie ¢islo, vSetky nasledujice nasobky ziskame pripoéitavanim éisla a, ¢o vieme spravit
v jednom for cykle. Samozrejme, pre ¢isla b a ¢ funguje tplne rovnaky postup.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;
long long pole[1000000]; // dostatocne velke pole

void postupnost (long long n, int m, long long a) {

long long zac = ((n+a-1)/a) * a;
for (int 1 = 0; i < m; i++) {
pole[i] = zac;
zac += a;

Ostéava otéazka, ¢o spravit s tymito troma postupnostami m ¢&isel a ako z nich ziskat vyslednii odpoved.
Predstavme si, Ze ich dame vSetky dokopy a usporiadame od najmensieho po najvicsie, pricom vyhadzeme
duplikaty (opakujice sa ¢isla). Potom prvych m éisel z toho, ¢o ndm zostane bude odpovedou na nasu ulohu.

V tomto mometne niektori z vas vedia naprogramovat nasledovny algoritmus: pre kazdé z ¢isel a, b a
jedného pola a toto pole usporiadame nejakym Standardnym knizniénym algoritmom. Nésledne prejdeme toto
usporiadané pole a vzdy ked narazime na ¢islo, ktoré sme este nevypisali (je iné ako predchédzajice ¢islo), tak
ho vypiseme. Ked vypiSeme m &isel algoritmus zastavime.

Problém ale je, Ze sme museli pouzit triedenie z nejakej kniznice (¢o sice mézete robif ak to poznate, ale
nie vSetci to vedia) a Gasové zloZitost tohto rieSenia nie je optimélna, lebo triedenie je o nieco pomalsie (o
pomerne malo, takze takéto rieSenie vam pravdepodobne aj tak pobehd na plny pocet bodov, to vsak nie je
dobry pohlad).

Potrebujeme teda vymysliet sposob, ako ziskat m najmensich ¢isel z troch postupnosti. Este sme nevyuzili
fakt, Ze Cisla v tychto postupnostiach st uz usporiadané od najmensieho po najvicsie. Predstavme si, Ze mame
tri postupnosti karticiek, na ktorych s napisané rézne cisla. V kazdej postupnosti si1 vSak tieto ¢isla usporia-
dané zlava doprava rasttico. Nasim cielom je vytvorit z tychto troch postupnosti jednu spolo¢nii, usporiadant
postupnost, ktord neobsahuje rovnaké ¢isla viackrat.

Ktoré ¢islo moze byf na zacdiatku tejto vyslednej postupnosti? Iba jedno z troch nalavejSich karticiek, na
ktorych st najmensie ¢isla danych postupnosti. No a samozrejme, to najmensie z nich. Pozrieme sa teda na
zaGiatky postupnosti, zistime, ktoré ¢islo ma byt ako prvé a tuto karticku odoberieme a polozime ako prvi
karticku vyslednej postupnosti. Naviac, aby sme sa zbavili duplikatov, tak ak najmensie ¢islo bolo na viacerich
najlavejsich kartickéch, tie zvy$né zahodime.

No a tento postup modzeme opakovat. Ak chceme vediet, ktoré ¢éislo bude na druhom mieste, opéf budeme
hladat na zacdiatku troch postupnosti, ktoré teraz vyzeraju trosku ina¢, lebo sme niektorim odstranili najmensi
prvok. Takto pokrac¢ujeme az kym sa ndm neminu vSetky postupnosti karticiek.

Ak sme si teda nami vygenerované tri postupnosti delitelov ¢isel a, b a ¢ ulozili do troch poli, mézeme
m krat zopakovat vysSie popisany postup a ziskat spravnu odpoved. Vyhadzovanie karticiek zo zaciatkov poli
implementujeme tak, Ze si pre kazdé z nasich troch poli budeme v jednej premennej pamiitat, kde sa v niom
nachddza prvéd nevyhodend karticka. Ak chceme z daného pola prvu karticku vyhodit, tito premennt zvySime
ol.

V zadani sa vSak pisalo, Ze tato iloha sa d4 riesit bez toho, aby sme pouZili nejaké polia.

Uz sme si povedali, Ze vieme vypodcitat najmensie nasobky ¢isel a, b a c, ktoré st vicsie alebo rovné n.
Oznacéme si tieto najmensie ndsobky x, y a z. Je jasné, Ze prvé &islo, ktoré chceme vypisat na vystup bude &islo
min(z,y, z), lebo st to najmensie ¢isla nasich postupnosti. Nech napriklad toto najmensie ¢islo je = a navySe
x = y. Potom tieto dve ¢isla uz nemdzeme pouzit a hladame dalsie ndsobky éisel a a b. Ale to si samozrejme
Cisla 2 + a a y + b (ak budeme potrebovat dalsi nasobok &isla ¢, bude to z + ¢). Vieme teda upravit hodnotu
x aj y a pokracovat rovnakym spésobom. Opiit sa pozrieme na minimum z, y a z, vypiSeme ho a prislusné
premenné zvicsime o prislusni hodnotu (¢o je v podstate to isté, ako ked sme v kartickovom rieseni vyhadzovali
najlavejsiu kartu z radu). Toto zopakujeme m krét, ¢im ziskame vysledok.

Na toto rieSenie ndm staci zopar premennych a nepotrebujeme pouzit ziadne pole. O takychto rieSeniach
hovorime, 7e maji konstantnii pamétovi zlozitost, ¢o zapiseme ako O(1). Co sa tyka rychlosti tohto algoritmu,
musime urobit rddovo m operacii, takze ¢asova zlozitost je O(m).
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Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
long long n, m, a, b, c;

cin >> n >> m;
cin >> a >> b >> c;
long long x = ((n + a -1)/a) * a;
long long yv = ((n + b -1)/b) * b;
long long z = ((n + ¢ -1)/c) * c;
for (int i = 0; 1 < m; 1++) {
long long mini = min(x, min(y,z)); //minimum vie zobrat iba dva argumenty
if (mini == x) x += a;
if (mini == y) y += b;
if(mini == z) z += c;
cout << mini;
if(i == m-1) cout << endl;

else cout << ”.”;

Listing programu (Python)

n, m = map (int, input ().split())
a,b,c = map(int, input ().split())
n//c)*c

X, y, z = (n//a)*a, (n//b)x*b, (
for i in range (m):

if x < n: x += a

if y <n: y +=5b

if z < n: z += ¢

# Za cislom vypiseme koniec riadku, ak je to posledne cislo.
# V opacnom pripade vypiseme medzeru.

print (min(x,y,z), end='.\n’[i==m-1]
n = min(x,y,z) + 1

vzorak napisal Roman
5. Poradie tanecnikov (max. 15 b za riesenie)

V tomto vzorovom rieSeni za¢neme tym, Ze si ukdzeme ako zistit, ktory ziak je prvy v rade. S pomocou tejto
informécie navrhneme algoritmus na rieSenie tlohy a pokusime sa ho ¢o najviac zefektivnit. Pripraveni?

Kto je prvy v poradi?

Zadanie nam garantuje, Ze v polovici testovacich sad bude prvy vzdy ziak s ¢islom 1. To nam vsak k
vzorovému rieSeniu nestaci. Na vstupe dostaneme o n — 1 Studentoch informaéciu, kto sa nachddza pred nimi.
Prec¢o o n—1 a nie n? PretoZe niekto musi byt vzdy prvy v rade. A pred nim sa uz nenachddza nikto. Potrebujeme
teda najst ¢islo ziaka, o ktorom nedosatneme na vstupe informéciu o ziakovi pred nim.

Pouzijeme na to n prvkové pole videnil[], ktoré bude najskor obsahovat samé 0. Na poziciu videni[i]
zapiSeme 1, ak sme na vstupe dostali informaciu o ziakovi, ktori stoji pred ziakom ¢. Na konci celé pole prejdeme
a pozicia, na ktorej sa nachddza 0, je na§ hladany prvy ziak v poradi. Ak pouzivame C++, musime si eSte daft
pozor na indexovanie prvkov pola — spravit ho bud o 1 prvok viicsie, alebo vSetky &isla ziakov zmensSovat o 1.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main () {
int prvy, n, x, y;
cin >> n;
int videni[n+1];

for (int i = 1; 1 <= n; ++1) videni[i] = 0;
for (int i = 0; i < n-1; ++i) {
cin >> x >> y;
videni[x] = 1;
}
for (int i = 1; 1 <= n; ++1) {

if (videni[i] == 0) {
prvy = i; break;
}
}

cout << prvy << endl;
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Zakladna myslienka

Teraz uz vieme, kto je na prvej pozicii — nech je to ziak s ¢islom k. Potrebujeme zistit, kto sa nachadza na
druhom mieste. Niekde na vstupe sme urcite dostali dvojicu v tvare z k, ktora hovorila, Ze pred tane¢nikom z
sa nachadza tane¢nik k. To ale znemena, Ze na pozicii 2 musi byt ziak s ¢islom z. Nasledne mozeme zobrat ¢islo
z a zopakovat rovnaky postup pre zistenie ¢isla na tretej pozicii. Sta¢i ak ndjdeme na vstupe dvojicu y z. A
toto mozeme opakovat postupne pre vSetky pozicie, teda n — 1 krat (n — 1 preto, lebo prvy prvok sme zistovali
zv1ast).

Teraz uz potrebujeme iba pre kazdého ziaka vedief rychlo vyhladat, kto stoji za nim (tohto ¢loveka nazvime
prechodcom nasho Ziaka), aby sme sa mohli postupne postvat dalej. UkdZeme si 2 mozné rieSenia.

Pomalsie riesenie

Prvé rieSenie spociva v tom, Ze zakazdym budeme prechadzat vSetky tdaje, ktoré sme dostali na vstupe, az
kym nenéjdeme hladant informéciu. Vstup si budeme pamitat ako n prvkové dvojrozmerné pole ziaci [n+1] [2],
kde sa na i-tej pozicii nachadza i-ta dvojica zo vstupu.

Ked budeme hladat predchodcu ¢&isla k, postupne prejdeme celé pole ziaci[1 [, aZ kym sa prvok ziaci[i] [1]
nebude rovnat k. Potom vieme, Ze v rade stoji za ziakom k Ziak s éislom ziaci[i] [0].

Nakolko budeme n — 1 krat prechadzat n — 1 prvkov pola, na$ algoritmus spravi radovo (n — 1)? operacii,
¢o je zhruba n?. Povedané vznesenejsie, nas algoritmus mé ¢asovi zlozitost O(n?). Kedze pouzivame iba dve n
prvkové polia, pamitova zlozitost bude O(n).

Listing programu (C++)
#include <iostream>
using namespace std;
int main() {
int n, x, vy, k, z;

cin >> n;
int ziaci[n+1][2], videni[n+1];

for (int i = 1; i1 <= n; ++1i) videni[i] = 0;
for (int i = 0; 1 < n-1; ++1) {
cin >> x >> y;
ziaci[1] [0] = x;
ziaci[i][1] = y;
videni[x] = 1;
}
for (int i = 1; 1 <= n; ++1) {
if (videni[i] == 0) {

k = 1i; break;
}
}

cout << k << endl;

for (int 1 = 0; i < n-1; ++i) {
//vyhladavame nasledovnika k
for (int j = 0; j < n-1; ++3) {
if (ziaci[3j]l[1] == k) {
z = ziaci[j][0];
break;
}
}
//nasli sme ho, vypiseme ho a stava sa novym k
cout << z << endl;
k = z;

V/zorové riesenie

Co ak by sme si vstup pamitali trochu prefikanejsie? Vytvorme n (alebo n + 1) prvkové pole ziaci[n+1],
kde na i-tej pozicii bude ¢islo ziaka, ktory stél v rade za ziakom i. Ak potom budeme chciet v naSom algoritme
najst dalsieho v poradi po k, staéi sa pozriet na poziciu ziaci [k].

Informécia zo vstupu v tvare x y nam hovori, ze pred tanecnikom x sa nachidza tanecnik y. To ale inak
povedané znamend, Ze za taneénikom y sa nachddza taneénik z. A to je préve ta informécia o predchodcovi,
ktorti sme hladali. Do nésho pola si preto poznaéime ziacil[y] = x. Opit si dajte pozor na indexovanie.

Néjdenie nasledovnika nam teraz zaberie iba konstantny ¢as O(1), pretoZe sa stac¢i pozriet na jeden prvok
pola. Tento proces budeme opakovat n — 1 krat, preto ¢asova zlozitost optiméalneho rieSenia je O(n). Pamifova
zlozitost sa oproti pomalSiemu rieSeniu nezmenila, nakolko stale pouzivame iba 2 polia dlhé n, a je stéle O(n).

Listing programu (C++)
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#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int n, x, vy, k, z;
cin >> n;
int ziaci[n+1], videni[n+1];

for (int i = 1; i <= n; ++1i) videni[i] = 0;
for (int i = 0; 1 < n-1; ++1i) {
int x, y; cin >> x >> y;
videni([x] = 1;
ziacily] = x;
}
for (int 1 = 1; i <= n; ++1i) {
if (videni[i] == 0) {
k = 1i;
break;

}

cout << k << endl;

for (int 1 = 0; i < n-1; ++i) {
z = ziacil[k];
cout << z << endl;
k = z;

Listing programu (Python)

n = int (input ())

ziaci = [0] * (n+1)
videni = [0] * (n+1)

for i in range(n-1):
%,y = [int (x) for x in input () .split ()]
videni(x] =1
ziacily] = x

k=20
for i in range(l,n+1l):
if videni[i] == O0:
k =1
break

print (k)

for i in range(n-1):
k = ziacil[k]
print (k)
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