PRASK

- VI. roénik, 2019/20
: Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,

Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

vzordk napisal(a) Zaba
1. Praca v tovarni dlazdeni (max. 15 b za rieSenie)

Podiloha a)

Prvou tlohou bolo zistit pocéet dlazdeni plochy 4 x 4. Nie je fazké si vSetky takéto moznosti nakreslit. Ak si
vSak chceme byt isty, Ze sme ziadnu moZnost nevynechali, je dobré postupovat systematicky. Jednou z moznosti
je napriklad uréit si, ak najvicsiu dlazdicku v rieseni pouZijeme.

Ak si povieme, Ze chceme pouzit dlazdicku 4 x 4 méme prave jednu moznost, pretoze tato dlazdicka pokryje
celt pozadovanu plochu. Nasleduju moznosti, ktoré vyuzivaja dlazdicku 3 x 3. Do plochy 4 x 4 sa zmesti najviac
jedna takato dlazdicka, mozeme ju vSak polozit na Styri rozne miesta. Bez ohladu na to, kam ju ulozime, budeme
musiet zvysok plochy vydlazdit pomocou 1 x 1 dlazdidiek, na vyber teda nemédme, dokopy st to dalsie 4 moznosti.

Ak chceme pouzit dlazdic¢ku 2 x 2 musime si tieto moznosti este viac rozdelif. Takychto dlazdiciek sa totiz do
plochy 4 x 4 zmesti viacero. Mozeme si teda urcit aj to, kolko takychto dlazdi¢iek pouzijeme. Vyhodou je, Ze ked
tento zvoleny pocet dlazdi¢iek umiestnime, zvySok moézeme pokryt uz len pomocou dlazdic¢iek 1 x 1, nebudeme
teda musiet rozlisovat dalSie moznosti, zalezi len na tom, kolkymi spdsobmi uloZime pozadovany pocet dlazdic
2.

Ak chceme polozit jednu dlazdicu 2 X 2 mame 9 moznosti — Tavy horny roh tejto dlazdice nemoéze ist do
posledného riadku a stIpcu. Pre dve dlazdice 2 x 2 je tjchto moznosti 16, tu neostava ni¢ iné ako si ich postupne
vSetky nakreslit. Pre tri dlazdice je moznosti 8, okrem tych kde vynechéame jeden z rohov este treba nezabudnut
aj na moznosti kde je jedna dlazdic¢ka v strede hrany. No a pri pouziti Styroch dlazdic mame 1 moznost.

Rovnako jednu moZnost méame aj vtedy, ak si povieme, Ze chceme vyuzit iba dlazdice velkosti 1 x 1. Dokopy
sme teda napocitali 1 +4+9+ 16 + 8 + 1+ 1 = 40 moznosti.

Podiloha b)

Nagou tlohou je zistit pocet dlazdeni plochy 4 x n takych, Ze v poslednom stipci sa nachadzaju iba dlazdice
1. NavySe moZzeme vyuZit trik, v ktorom sa spytame podobnti otdzku nasich spolupracovnikov v tovarni. Jediné
¢o je potrebné je, aby sme sa spytali na mensiu plochu.

Uvedomme si, ze ak je povedané, ze v poslednom stipci st iba dlazdice 1 x 1, je tento stipec jednoznaéne
urceny. Navyse vobec neovplyviuje vyplnenie zvysku plochy. Ostala ndm teda plocha 4 x n — 1, ktortt moézeme
vyplnit dplne fubovolne. Ku kazdému z tychto vyplneni potom uz len staéi pridat posledny stipec plny dlazdic
1 x 1 a mame jedno z pozadovanych vydlazdeni 4 x n. NaSa tloha sa teda zmenila na to, Ze potrebujeme najst
pocet dlazdeni plochy 4 x (n — 1). Ale préve toto vieme vyriesit nasim trikom, tito otdzku jednoducho opit
posleme do tovarne a niekto to vypocita za nés.

Na vyrieSenie tejto tlohy je teda potrebné iba poslat tovarni otdzku “Kolko existuje roznych dldzdeni plochy
4 x (n —1)”, pockat si na odpoved, a potom to isté ¢islo pouzit ako odpoved na poévodnu otazku.

Poduloha c)

Zd4 sa, ze tato podiloha bude velmi podobné tej predchddzajicej. A takmer tomu tak je, netreba sa vSak
nechat pomylif. Ak mé byt v poslednom stipci dlazdica 4 x 4 je to skutoéne to isté. Je totiz len jedind moznost
ako tam tuto dlazdicu ulozif. To ¢o ndm ostane je navySe plocha 4 x (n —4), na ktorej pocet vyplneni sa vieme
spytat pomocou nageho triku.

Pri dlazdici 3 x 3 je to o nieco zloZitejsie. Jednak st dve moznosti kam ju vieme v poslednom stipci polozit.
Navyse vSak to ¢o ndm ostane nie je zarovnand plocha velkosti 4 x (n — 3), bud nad alebo pod dlazdicou 3 x 3
méame totiz tri prazdne miesta. Uvedomme si vSak, Ze na ne ni¢ iné ako dlazdice 1 x 1 ist nemdzu. Po ich
jednoznaénom vyplneni teda dostaneme plochu 4 x (n — 3), na ktorej pocet vydlazdeni sa mozeme spytat cez
trik. Tu vSak netreba zabudnit, Ze odpoved, ktort dostaneme musime este vynésobit 2, lebo mame dve moznosti
ako k nej pridat dlazdicu 3 x 3 a tri dlazdice 1 x 1.
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Aj pri dlazdici 2 x 2 to na prv§ pohlad vyzera jednoducho. St §tyri moznosti ako vyplnif posledné dva stipce
— jedna dlazdica 2 x 2 navrchu, v strede, naspodu alebo dve dlazdice — po ktorych vyplneni ndm ostane plocha
4 x (n — 2), na ktor sa opytame pomocou triku. Toto vSak nestaci, na nejaké moznosti totiz zabudame.

Predstavme si, ze dlazdicu 2 x 2 dame do posledného stlpca navrch. Co moze ist pod fiu? Dalsia dlazdica
2 x 2 alebo styri dlazdice 1 x 1. Tieto moznosti sme vSak uz zaratali. Okrem toho vSak mozeme dat dlazdice
1 x 1 iba do dvoch volnjch poli¢ok posledného stipca a vedla nich ulozif dalsiu dlazdicu 2 x 2. V tomto momente
vsak mame asponi ¢iastoéne zaplnené tri stipce a moznosti vyplnenia 4 x (n — 2) s touto moznostou nepoéitali.
Musime sa teda zamyslief ¢o spravif. Jedna moznost je doplnif dve volné policka v trefom stlpci dlazdicami
1 x 1, zistif pocet dlazdeni pre plochy 4 x (n — 3) a pridat to k mozZnostiam. Akurat dalSou moZnostou je tam
daf dalsiu dlazdicu 2 x 2 a tym si problém posunit o dalsi stipec.

V skutocnosti mozeme dlazdice 2 x 2 priddvat takto na striedacku fubovolne dlho a vedie to k unikdtnym
moznostiam. V tomto pripade musime teda zapoditat vSetky tieto moznosti a opytat sa vyrazne viac otdzok.
Zapocitame totiz aj moznosti ktoré vzniknu z plochy 4 x 0, teda ked iba budeme takto nastriedacku dévaft
dlazdice 2 x 2, moznosti pre plochy 4 x 1, plochy 4 x 2 atd.

Ozna¢me si P(m) pocet dlazdeni plochy 4 x m. Potom odpovedou na otazku “Kolko existuje roznych dlazdeni
plochy 4 x n takych, ze v poslednom stlpci je aspoii jedna dlazdica 2 x 2” je nasledovna hodnota:

4P(n —2)+2(P(n—3)+ P(n—4)+ P(n—5) +---+ P(1) + P(0))

Vsimnite si krat dva, ktoré je tam kvoli symetrickosti tychto moznosti.

Priklady vyplnenia plochy

zvy3nych
n-3 stlpcov

zvysné stipce
(kolko si
zvolime)

Poduiloha d)

Téato podiloha sa uz riesi Tahko, staéi spojit to ¢o sme zistili v predchadzajucich podilohach. Vsetky mozné
dlazdenia plochy 4 x n totiz vieme rozdelit na $tyri skupiny podla toho, aké dlazdice ddme do jej posledného
stipca. A pocet roznych dlazdeni pre kazdi z tychto skupin sme zistovali v podilohach b) a c), takze vysled-
kom tejto podulohy je jednoducho ich stiéet. Opit, pouzijic oznacenie P(n) pre podet dldzdeni plochy 4 x n,
dostaneme vysledok

P(n) = P(n—1) +ilP(n —2)+2(P(n—3)+Pn—4)+---+P(1) + P(O))/+
pre dlazdicu 1 x 1 pre dlaz;l;cu 2x2
2P(n—3) + P(n—4)
—_—— —_——

pre dlazdicu 3 x 3  pre dlazdicu 4 X 4

Podiloha e)

Nagou tlohou je vypoditat ako bude prebiehat vypocdet poctu dlazdeni pre plochu 4 x 7 ak vyssie uvedeny
postup budt vyuzivat vSetci zamestnanci tovarne. K tomu si v8ak potrebujeme ujasnif niekolko detailov po-
sielania sprav. Napriklad vo vzorci vysSie mozeme vidief, Ze tie isté hodnoty potrebujeme vo vzorci viackrat.
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Nedéva vSak zmysel aby sme sa dvakrat pytali na to, akd je odpoved pre plochu 4 x 2. Spytame sa to len raz a
potom zisten hodnotu pouzijeme dvakrat.

Takisto, na niektoré jednoduché tlohy nepotrebujeme posielat spravu, lebo odpoved pozndme. Napriklad ak
nam vyjde, Ze sa mame pytat na pocet dlazdeni plochy, ktorej velkost je zdporna hodnota, takito otazka zjavne
nemd zmysel a jej odpovedou je 0. V pripade plochy 4 x 0 je odpoved 1 — méme prave jednu moznost ako vyplnit
prazdnu plochu a to nespravit ni¢. A rovnako pre plochu 4 x 1 je len jedna moZnost — pouzitie dlazdic 1 x 1.

Dodrziac tieto pravidla dostaneme nasledovny obrazok. Cisla v krizkoch oznac¢ujt velkost problému, ktory
sa akutélne riesi. Cierne ¢iary znazoriuju posielané spravy. Cervené ¢isla zase vysledok, ktory je poslany spit.
Odpovedou pre plochu 4 x 7 je teda 1029.

7 ) 1029

348

Podiloha f)

V skutocnosti existuji az dve zlepSenia, velmi podobné, ktoré sa daju zapracovat. Vo vzorovom rieseni
spomenieme obe, ale na ziskanie bodov stacilo lubovolné z nich.

Pri pohlade na obrazok vysSie by malo byt tplne jasné, ¢o sa robi zbytoc¢ne. Neustdle dookola pocitame tie
isté &isla. Podet dlazdeni pre plochu 4 x 2 poéitame dokopy aZ 16 krat. Pritom odpoved je zakaZdym rovnaka a
nezmeni sa ani po stom poc¢itani. To by mozno este nebol najvicsi problém, lebo vSak vypoditat tie plochy 4 x 2
je Tahké. Problém je vSak pri viiésich plochéch. Lebo zakazdym ked napriklad pocitame plochu 4 x 5 neprid4 sa
nam jedno pocitanie ale celd ta velkd cast podtym, teda 7 zbytoénych vypoctov. A to uz problém je.

Ako to teda vyriesit? PouZzijeme korkovi tabulu v tovarni a jednoducho si na 1iu budeme znacit uz vypocitané
hodnoty. Prvy zamestnanec, ktory vypocita pocet dlazdeni plochy 4 x m to zaznadi na tabulu. Nésledne, kazdy
zamestnanec, ktory dostane za tlohu vypocitat podet dlazdeni plochy 4 x x sa najskor pozrie, ¢i uz hodnota pre
plochu 4 x x nie je na tabuli. Ak &4no, jednoducho ju pouZije a uSetri sebe aj zvySnym kopec prace. A ak tam
nie je, tak ju zac¢ne podcitat.

V reélnom svete este aj tu méze nastat problém. Co ak za¢ne naraz pocitaf hodnotu pre plochu 4 x m
viacero ludi. Hodnota esSte nie je na tabuli, lebo ju nikto nezistil, a preto na nej vSetci za¢ni zbytocne pracovat.
Potrebovali by sa preto dohodntt, ze prvy kto chce vypocitat plochu 4 x m, zaznaéi na tabulu, Ze na tom
pracuje. Ostatni by tato spravu videli a pockali na vysledok.

Tento problém je vSak spdsobeny len tym, Ze viaceri ludia mézu poéitat rézne veci. V pocitaci, kde by sme
tuto techniku cheeli pouzif sa vSak moze vykondvat naraz najviac jeden vypocet (ak nezacneme operovat s
viacjadrovymi procesormi, ale o tom inokedy) a tento problém neexistuje.

Druhé vylepSenie je podobné a tyka sa tej skaredej sumy 2(P(n—3)+ P(n—4)+---+ P(1) + P(0)), ktora
sa v nasom vzorci vyskytuje. Spoéitat viacero ¢isel dokopy je zdlhavé, timerne ich poétu, a toto pocitanie tiez
robi vela Iudi opakovane. Na tabulu si teda zamestnanci mézu znacit aj tieto sicty, ktorym sa ostatni uréite
potesia.

Ak by sme rieSenie tejto tlohy naprogramovali, vyzeralo by nasledovne. Ak viete aspoii trochu programovat,
pozrite sa ako elegantne sa to dalo riesit a ako naga tovaren predstavovala “rekurzivnu funkciu”. A ak sa s
pojmom “rekurzia” stretnete niekedy v budicnosti, skiste si pre lepsiu predstavu vybavit tovaren na dlazdicky

)
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Listing programu (Python)

# -1 znamena, ze dana hodnota este nebola vypocitana
tabula_vysledky = [-1]1%100
tabula_sucty = [1, 2]

# potrebujeme vypocitat pocet dlazdeni plochy 4xn
def tovaren (n):
if n < O:
return 0
if n < 2:
return 1
# niekto tuto ulohu pocital pred nami
if tabula_vysledky[n] != -1:
return tabula_vysledky[n]
pocet = tovaren(n-1) + 4xtovaren(n-2) + 2xtovaren(n-3) + tovaren(n-4)
if n-3 >= 0:
pocet += 2xtabula_sucty[n-3]
# vypocitame sucet prvych n hodnot
tabula_sucty.append(tabula_sucty[-1] + pocet)
# zapamatame si a posleme odpoved
tabula_vysledky[n] = pocet
return pocet

n = int (input ())
print (tovaren (n))

vzorék napisal(a) Adam
2. Rizikové Receptomaty (max. 15 b za rieSenie)

Poduiloha a)

KedZe nas receptomat je nerozhodny, staci ndm drzaf ukazovatel na pociatocnom stave a do dalsieho prejst
pri vyhovujicom znaku. Posledny stav méa prechod do seba so vSetkymi znakmi — ked raz zistime Ze sa na vstupe
podretfazec abac nachidza, chceme si tuto informéciu drzat az do konca (pomocou akceptovaného stavu).

a,b,c,d a,b,c,d
-0 2 1 b 2 2 3 C 4

Podiloha b)

Toto bola fazsia tloha ako sa na prvy pohlad zdalo. Delitelnost ¢islom 11 je ekvivalentnd s delitelnostou
rozdielu stctov cifier na parnych a neparnych miestach (napr. pre 6 ciferné éislo nas zaujima (sacet cifier na
prvom, trefom a piatom mieste) minus (sticet cifier na druhom, $tvrtom a Siestom mieste)). Budeme si teda
drzat aktudlny zvySok po deleni 11 a striedavo pri¢itavat/odéitavat cifry (priklad: ¢islo 14641 = +1-446-4+1
= 0, Cislo je delitelné 11). Budeme maf teda 11 stavov pre reprezenticiu aktudlneho zvysku po deleni, ale
potrebujeme si aj pamétat ¢i odéitavame alebo pric¢itavame (teda 2*¥11 = 22 stavov). Nésledne medzi nimi uz
len urobime vSetky prechody.

(OET 8| RFIOET A0 3 e
g e

Iy 3 ¢ N 2 5 7 {
’ Sig, & o b3 2
”i“‘gufiﬁ S 3 1 ¥
3
b

1 > s

o A= )

Podiloha c)

Tento receptomat je podobny ako v Podilohe a), ale akceptujici stav necykli pre iné znaky. Receptomat sa
tak dostane do akceptujiceho stavu len vtedy, ak s posledné 2 znaky aa.
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Podiloha d)

Tento receptomat je podobny ako z Podilohy d) minulého kola, ale potrebujeme aby automat akceptoval
len recepty konciace na tento refazec. Posledny stav teda nebude cyklif pre lubovolny prechod ako v podiilohe
z minulého kola, ale len pre a. Potom nam sta¢i spravit prechody pre nespravne znaky do pociatoéného stavu

a pre spravne znaky spravit jednoducht (linedrnu) cestu.

b,c,d a
b,c,d
0 ) ) ()
— 0 1 2
~_
b,c,d

Podiloha e)
Cislo je delitelné 25, ak sa konéi na 00, 25, 50 alebo 75. Vytvorime teda receptomat, ktory bude akceptovat

tieto 4 zakondenia (to su stavy 1, 2, 3 a 4).
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Poduloha f)

Zacneme tym, Ze si oSetrime recept 0. Ten je oSetreny stavom 2. Potom si budeme sledovat, ¢i prisli znaky 00,
25, 50 alebo 75 (pomocou stavov 3, 4 a 5). Ked ndm v Tubovolnom stave pride nejaky zo znakov “1,3,4,6,8,9”,
vratime sa do stavu podobnému pociato¢nému, ale bez stavu 2 — ten oSetruje len recept 0. V schéme je prechod
“5” a “0” ostdvajli nezmenené (¢iZe napr. “0,a,b” by znamenalo

[Pk

“2,7” zjednoduseny na “b” a “1,3,4,6,8,9” na “a”,

“0,1,2,3,4,6,7,8,97).

Podiloha g)
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Receptomat akceptuje recepty v tvare (al!b!c!d!)*a*, kde vykri¢nik znamenda “opakuj tento znak 1 alebo
viac krat” a hviezdicka znamena “opakuj tento znak 0 alebo viac krat”. Na zaciatku teda musime mat akceptujici
stav, lebo aj prazdny recept je akceptovany. Dalej potrebujeme prechod, ktory nidm zaruéi aspon jeden znak
a. Nasledne v naSom povodnom receptomate len “pootocime” Sipky — tym sposobime, zZe z jednotlivych stavov
nepdjdu 2 prechody s rovnakym znakom. Receptomat teda bude deterministicky. Nakoniec este spravime aj
stav 4 akceptujuci, lebo recept sa nemusi koncit znakom a.

a b
[ ()
o) —2 1)) —2 (>
al lC
4 «—7 3
d
U U
d C

3. A tak sa Denis stratil

Riesenia jednotlivych podiloh

vzorak napisal(a) Prefix
(max. 15 b za rieSenie)
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1. Heslo sa nachddza v stibore. Ked zaddme cat heslo.txt, vidime, Ze tam je mnozstvo ndhodnych znakov.
Méme dve moznosti - pomocou prikazu strings vieme vyhladat len Citatelné texty. Tento prikaz mé
aj parameter -n, ktory Specifikuje, kolko minimdalne znakov musi maf text. TakZze vieme pouzit prikaz
strings -n 10 heslo.txt. Druhd moZnost bola pouzif grep s vhodnym reguldrnym vyrazom.

2. Vidime, ze heslo je 2 krat base64 enkdédované. Na dekédovanie ho teda “pipeneme” cez prikaz base64.
Kompletny prikaz je teda echo 'Ympkek1HRnZNbXd3YKkRGAU9EbHFNUT09Cg=="' | base64 -d | base64 -d

1. Vidime heslo, ale po preéitani nevieme zistit, ¢o v iom je a ani grep ho nevie najst. Prikaz na zistenie typu
stiboru je jednoduchy - file. TakZe vieme pouzif file heslo a zistime, Ze sa jednd o JPEG obrazok.
KedZe na terminali nevieme otvarat obrazky, tak mozeme pouzit trik, ktory bol popisany v predoslej tilohe
a stiahnut si ho na poditac.

4. Toto bola len demonstracia toho, ze v suid programoch vieme mat iné prava. Kedze mame spusteny suid
prikazovy riadok ako pouzivatel level4, vieme precitat obsah stiboru pomocou cat.

5. Precitame si program. Napriek tomu, Ze je v jazyku C je celkom priamodiary. Program si od pouzivatela
vypyta ¢islo, a ak je toto ¢éislo rovné kli¢u, program spusti system(,cat ./heslo.txt"), éim predita a
vypise heslo.

6. Opat sme v podobnej situicii ako v predoslom priklade. Teraz ale nevidime vystup programu, takze
nam nesta¢i napisat cat heslo.txt. Existuje vela moznych rieSeni, napriklad spustit prikaz chmod a+r
heslo.txt, ¢im sme povolili vSetkym pouzivatelom ¢itat subor.

7. Napriek tomu, Ze heslo nevieme precitat vieme zmenif jeho nézov. Takze mv heslo.txt x a nésledne
pomocou programu preéitame x.

8. Autor programu ndm chcel zamedzit ¢itat sibory z inych prie¢inkov tym, ze nam zadal zaciatok cesty cat
./tuniejeheslo/. Nasfastie sa mu to nepodarilo, pretoze vieme z toho vytvorit prikaz
cat ./tuniejeheslo/../tujeheslo/heslo.txt.

9. Pomocou prikazu sleep vieme pockat par sekind, nevieme ale ¢itat stbory. Vieme to vyriesif napr.
znakom ;. Ak vlozime 1;bash, tak z toho vznikne sleep 1;bash. Teda najprv pockiame sekundu a potom
sa nam otvori prikazovy riadok s prdvami pouZivatela level9. Problém, s ktorym ste sa mohli stretnut

boli medzery - scanf skonci ¢itanie pri medzere, ¢o znamend Ze napr. 1;cat heslo.txt nefungovalo a
bolo treba najst nejaka cestu okolo toho.

10. Nevieme sice vylistovat obsah priecinku, to ale neznamend, Ze nevieme c¢itat stibory v tlom. Musime
vSak poznat ich nazov. Nasfastie moznosti pre ndzov tu nie je vela. for m in {00..12}; do for d in
{00..31}; do cat ,./obsah tohto priecinku_je tajny/backup-$d-$m-18" 2>/dev/null; done; done;
prejde cez vSetky mozZnosti v roku 2018. Pomocou 2>/dev/null nebudeme vypisovat chybové hlasky a
vypisSe sa ndm heslo.

vzordk napisal(a) Kalerab
4. Skladanie rebrikov (max. 0 b za riesenie)

Fungujiice, pomalé riesenie
Jedno z prvych rieSeni, ¢o by ndm mohli napadnit, je vyskasat kazda dvojicu a pozrief sa, ¢i ma pozadovant
vysku. Treba sa vSak aj pozriet, ¢i nie je samostatny rebrik, ktory by mal spravnu vysku. V najhorsom pripade
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overime vSetky dvojice rebrikov. Dvojic je spolu (n — 1)+ (n —2) +...+ 3+ 2+ 1, pretoZe prvy rebrik mozeme
sparovat s (n — 1) zvy$nymi, druhy s (n — 2), atd. Ide teda o sucet ¢isel od 1 po (n —1)*

N(N +1)
2

Takyto pocet operacii potom zaokrtthlime na N? a povieme, Ze ¢asové zlozitost je O(N?). Pamiifova zlozitost
je O(N), pretoze nas program si okrem konstantne vela pomocnych premennych paméta iba vstupnych N ¢isel.

14243+ +N=

Listing programu (Python)

ciel, pocet_rebrikov = list (map(int, input().split(”.”))) # nacitame ciel a pocet rebrikov do premennych
rebriky = []
for vyska in input () .split(): # nacitame vysky rebrikov

rebriky.append (int (vyska))
je_riesenie = False # zacneme s predpokladom, ze riesenie neexistuje

if ciel in rebriky:

je_riesenie = True # ak je rebrik spravnej vysky medzi rebrikmi, nic netreba skladat
else:
for i in range (pocet_rebrikov): # prvy rebrik dvojice
for j in range(i + 1, pocet_rebrikov): # druhy rebrik, zacneme rebrikom i+1, lebo vsetky predtym sme skusali
if rebrikyl[i] + rebriky[]j] == ciel:
je_riesenie = True
break
if je_riesenie:
break

if je_riesenie:
print (" ano’)
else:
print (‘nie’)

Optimalne riesenie

Toto rieSenie fazi z faktu, Ze rebriky st zoradené. Teraz modzeme implementovat takzvanych bezcov. Buda
dvaja, nazvem ich Tavy a pravy. Kazdy beZzec vzdy stoji na jednom rebriku. Lavy za¢ne na prvom rebriku,
pravy na poslednom. Predpokladame, Ze rebriky st zoradené vzostupne, teda najmensi je prvy. Postupne sa
budt pohybovat smerom k sebe. Vzdy sa pozrieme na stcet vysok rebrikov, na ktorych beZci prave stoja. Ak
je to pozadovand vyska, tak sme skonéili a vypiSeme dno. Ak to tak nie je, tak musime posunif bezca. Ak
je sucet vysok rebrikov viac, ako chceme, musime tento sucet zmensit. KedZe beZci sa mozu pohybovat iba
smerom k sebe, musi sa posuntf pravy beZec, pretoze celkovy sucet sa mé zmenSit, a najviicsie rebriky s
napravo. Naopak, ak je sucet maly, posunie sa lavy beZec. Toto opakujeme, az kym sa beZci nestretni, alebo
kym nendjdeme spravnu kombinaciu.

V naSom rieseni pomocou beZcov pri jednom kroku while cyklu bud najdeme rieSenie, alebo posunieme
jedného z bezéov. V najhorSom pripade sa tak beZci stretnti po (n — 1) prechodoch while cyklu, takze ¢asova
zlozitost tohto rieSenia je O(N). Pamiitova zlozZitost je rovnako ako pri pomalSom rieSeni O(N) pretoZe si musime
zapamétat velkosti rebrikov. Rychlejsie riesenie ako O(N) nevymyslime, pretoZze program musi aspoil nacitat
vstup, ktory obsahuje N éisel, takZze uz samotné nacitanie vstupu ndm zaberie O(N) krokov.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <map>

using namespace std;

int main ()
{
int vyska, pocet_rebrikov;
vector<int> rebriky;
cin >> vyska >> pocet_rebrikov; // nacitame vysku a pocet rebrikov
bool je_riesenie = false; // oznacuje, ci sme uz spravnu kombinaciu nasli

for (int i = 0; i < pocet_rebrikov; i++) // nacitame vysky rebrikov
{
int r;
cin >> r;
if (r == vyska) // ak je toto vyska, ktoru hladame, mame vysledok

je_riesenie = true;
rebriky.push_back (r);

1Pre stcet prvych N prirodzenych &isel plati 1 +2 + ... + N = w Sktisme pre parne N séitat prvé &islo s poslednym,

druhé s predposlednym, atd. Vysledok bude zakazdym N + 1. Dvojic s takymto stic¢tom sme vytvorili N, a preto je celkovy vysledok
w. Skuste si rozmyslief podobnou Gvahou, preco vzorec plati aj pre neparne N.
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int lavy = 0, pravy = pocet_rebrikov - 1;
if (!je_riesenie)

while (lavy < pravy) // kym sa nestretnu
{
// ak sme nasli spravnu kombinaciu, mame odpoved
if (rebriky[lavy] + rebrikyl[pravy] == vyska)
{
je_riesenie = true;
break;

if (rebrikyl[lavy] + rebriky[pravy] >= vyska) // posunieme bezcov
pravy--;

else
lavy++;

}

if (je_riesenie)

cout << "ano” << endl;
else

cout << ”nie” << endl;
return O;

Listing programu (Python)

# nacitame ciel a ppocet rebrikov do premennych
ciel, pocet_rebrikov = list (map(int, input () .split(”.”)))
rebriky = []

# nacitame vysky rebrikov
for vyska in input () .split():
rebriky.append (int (vyska))
# zacneme s predpokladom, ze riesenie neexistuje
je_riesenie = False
# ak je rebrik spravnej vysky medzi rebrikmi, nic netreba skladat
if ciel in rebriky:
je_riesenie = True
else:
lavy = 0 # lavy bezec zacne na zaciatku, pravy na konci pola
pravy = pocet_rebrikov - 1
# opakujeme kym sa bezci nestretnu alebo kym nenajdeme dvojicu
while lavy < pravy:
# ak sme nasli spravnu kombinaciu, mame odpoved

if rebriky[lavy] + rebriky[pravy] == ciel:
je_riesenie = True
break

# posunieme bezcov podla velkosti
if rebriky([lavy] + rebriky[pravy] > ciel:
pravy = pravy - 1
else:
lavy = lavy + 1
if je_riesenie:
print (‘ano’)
else:
print (‘nie’)

vzordk napisal(a) Dano
5. Kuvalita vyberu (max. 15 b za rieSenie)

Zjednodusene povedané, na vstupe sme dostali mriezku &siel a niekolko obdlznikovjch pléch na tejto mriezke.
Nasou ulohou bolo pre kazda zadant obdlznikovi plochu zrataf sucet ¢isiel na nej.

Priamociare rieSenie

Prvé, ¢o by nam malo napadnif je, ze kazdy zadany obdlznik prejdeme policko po poli¢ku a takto si ho cely
nascitame.

Kazdny obdlznik teda spracujeme v O(n?) a obdlznikov bolo ¢, takZe ¢asovéa zlozitost tohto riesenia je
O(gn?). Pamétéme si iba mriezku, takze pamét bude O(n?).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MAXN = 2001;
int rola[MAXN] [MAXN];

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0); cout.tie(0); // rychle nacitavanie vstupu
int n;
cin >> n;
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for(int i = 0; i < n; i++)
for(int j = 0; j < n; Jj++)
cin >> rolali][J];
int g, rl, cl, r2, c2;
cin >> qg;
while (g——) {
long long odpoved = 0;
cin >> rl >> cl >> r2 >> c2;
for(int r = rl; r <= r2; r++)
for(int c = cl; c <= c2; c++)
odpoved += rolalr][c];
cout << odpoved << ’\n’;

}

return 0;

Zrychlenie

Vyuzijeme znamy trik znamy ako prefixové sucty, alebo prefixové sumy. V ¢om spociva? To sa dozviete v
tomto ¢lanku v KSP kucharke.

Ked uz vieme, ¢o st to prefixové sucty, tak by nemal byt problém pouzit ich na rieSenie tejto tilohy.

Zratame si prefixové stucty pre kazdy riadok mriezky samostatne. Ked teraz chceme zistit vysledok pre nejaky
obdlznik, tak nemusime prechadzaf vietky jeho policka. Staéi nam prejst vietky jeho riadky. Pre kazdj jeho
riadok totiz z prefixovych stétov vieme zratat, kolko dany riadok prida ku sactu.

Ako sme si pomohli? Kazdy obdlZnik teraz uz vieme spoéitaf v ¢ase O(n). Zratanie prefixovych sti¢tov nam
dokopy na zadiatku zaberie ¢as O(n?). Obdlznikov je stéle ¢, takze celkovo sme ¢as zlepsili na O(n? + gn).
Pamif nemame ako zlepsovat, je stale O(n?).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MAXN = 2001;
int rola[MAXN] [MAXN];

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0); cout.tie(0); // rychle nacitavanie vstupu
int n;
cin >> n;
for(int i = 0; i < n; i++)

for(int j = 0; J < n; J++)
cin >> rola(i]l[3j];

// Zratame prefixove sucty pre kazdy riadok

for(int i = 0; 1 < n; i++)
for(int j = 1; j < n; Jj++)
rola[i] [J] += rolalil[]j - 11;

int g, rl, cl, r2, c2;
cin >> qg;
while (g—-) {
long long odpoved = 0;
cin >> rl >> cl >> r2 >> c2;

for(int r = rl; r <= r2; r++) {
odpoved += rolalr][c2]; // pripocitame prefix riadku az po koniec obdlznika
if(cl > 0)
odpoved -= rolalr][cl - 1]; // odpocitame prefix riadku, ktory este nepatri do obdlznika

}
cout << odpoved << ‘\n’;

}

return 0;

Vzorové riesenie

Od predchadzajicej myslienky uz ku vzorovému rieseniu nechyba vela. Sta¢i myslienku prefixovych stétov
roz$irit do dvoch rozmerov. Mozete si skusit vymysliet, ako by to mohlo fungovat. Ak sa vam nechce vymyslat,
moZete si precitat ¢lanok o 2D prefixovych stctoch z KSP kucharky.

Vzorové riesenie tejto tlohy je potom uz jednoduché. Na mriezke si zratame 2D prefixové sucty a na kazda
otazku potom budeme vediet odpovedat v O(1). Zratanie 2D prefixovych st¢tov nam bude trvat O(n?). Celkovy
¢as teda bude O(n? + ¢). Pamit ostane O(n?).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
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using namespace std;

const int MAXN = 2001;
int rola[MAXN] [MAXN];

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie(0); cout.tie(0); // rychle nacitavanie vstupu
int n;
cin >> n;
for(int i = 0; 1 < n; 1i++)

for(int j = 0; j < n; Jj++)
cin >> rola([i]l[3J];
// Zratame 2D prefixove sucty

for(int i = 0; i < n; i++) {
for(int j = 0; j < n; Jj++) {
if(i != 0)
rola[i] [j] += rolali - 1]1([3]1;
if(3 !'= 0)
rola[i] [j] += rolali][J - 1];
if(i !'= 0 && J !=0)
rola[i] [j] -= rolali - 1]([3j - 11;

}

int g, rl, cl, r2, c2;
cin >> qg;
while (g—-) {
// Priamociaro vyuzijeme 2D prefixy pre ziskanie odpovede
long long odpoved = 0;
cin >> rl >> cl >> r2 >> c2;
odpoved += rolal[r2][c2];

if(rl > 0)

odpoved -= rola[rl - 1][c2];
if(cl > 0)

odpoved —-= rolalr2][cl - 1];

[

if(rl > 0 && cl > 0)

odpoved += rolalrl - 1][cl - 1];
cout << odpoved << ’\n’;

}

return 0;

Listing programu (Python)

n = int (input ())
rola = []
for _ in range(n):
rola.append([int (x) for x in input () .split()])

# Zratame 2D prefixove sucty
for r in range(n):
for c in range (n):

if r > 0:
rola[r] [c] += rola[r - 1][c]
if ¢ > 0:
rola[r] [c] += rolal[r]l[c - 1]
if r > 0 and ¢ > O:
rola[r][c] -= rola[r - 1][c - 1]

g = int (input ())
res = []
for _ in range(q):
# Z 2D prefixovych suctov priamo zistime odpoved

rl, cl, r2, c2 = [int(x) for x in input().split ()]
ans = rola[r2][c2]
if rl > 0:
ans —= rolal[rl - 1][c2]
if cl > 0:
ans —= rola[r2][cl - 1]
if rl1 > 0 and cl1 > 0:
ans += rolaf[rl - 1][cl - 1]

res.append (ans)

print (xres, sep='\n’)
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